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PRÉFACE  DU  TOME  IY. 


Dés  la  découverte  de  l’attraction  universelle,  une  question  s’im- 
posa aux  mathématiciens  comme  aux  astronomes  : trouver  les 
figures  d’équilibre  d’une  masse  liquide  homogène,  qui  tourne 
uniformément  autour  d’un  axe  fixe  et  dont  les  particules  s’attirent 
d’après  la  loi  de  Newton.  Ce  problème,  qui  présente  un  rapport 
lointain  avec  la  recherche  des  figures  des  planètes,  a occupé  les 
plus  grands  géomètres,  notamment  Maclaurin  et  Jacobi;  il  est  loin 
d’être  résolu.  On  a trouvé  des  figures  d’équilibre  possibles,  mais 
non  toutes  les  figures  d’équilibre  : on  ne  sait  même  pas  s’il  existe 
un  nombre  fini  ou  infini  de  solutions.  Ce  qu’on  a pu  faire  de  plus 
général  a été  de  donner  des  équations  fonctionnelles,  intégro- 
différentielles,  fournissant  toutes  les  figures  possibles,  à condition 
qu’on  sache  les  résoudre'  Après  Maclaurin  et  Jacobi,  les  plus  belles 
découvertes  sur  la  question  ont  été  faites  par  Poincaré  et  par  Lia- 
pounoff  qui  ont  su,  par  l’emploi  des  fonctions  de  Lamé  et  de  leurs 
dégénérescences,  trouver  les  figures  d’équilibre  infiniment  voisines 
des  ellipsoïdes  de  Maclaurin  ou  de  Jacobi. 

Une  autre  question,  peut-être  plus  difficile  encore,  est  de 
reconnaître  si  les  figures  obtenues  sont  stables  ou  instables.  Il  est 
évident  que,  sous  le  point  de  vue  physique,  les  seules  figures 
acceptables  sont  les  figures  stables  : d’où  la  nécessité  urgente  de 
reconnaître  la  stabilité.  Mais,  dans  ces  questions  délicates,  le  mot 
stabilité  même  doit  être  défini  d’une  façon  précise,  comme  l’ont 
montré  les  divers  auteurs  qui  se  sont  occupés  du  problème.  D’après 
les  beaux  travaux  de  Tait  et  Thomson,  que  nous  avons  résumés, 
il  faut,  comme  le  fait  Poincaré,  distinguer  entre  la  stabilité  sécu- 
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laire  et  la  stabilité  temporaire.  Une  méthode  féconde,  qui  appar- 
tient en  propre  à Poincaré,  consiste  dans  l’étude  des  séries  linéaires 
de  figures  d’équilibre  d’un  système,  des  figures  limites,  des  figures 
de  bifurcation,  et  enfin  de  l’échange  des  stabilités.  Nous  avons 
repris  ces  diverses  questions,  avec  les  recherches  auxquelles  elles 
ont  donné  lieu,  notamment  pour  la  figure  dite  piriforme. 

J’avais  pris  ces  divers  problèmes  comme  programme  de  mon 
cours  de  Mécanique  céleste  dans  le  second  semestre  de  1 9 1 4 : les 
leçons  terminées  en  juin  1914  devaient  être  imprimées.  La  publi- 
cation en  a été  retardée  par  la  guerre.  Ce  retard  nous  a permis 
d’ajouter  des  perfectionnements  dus  aux  travaux  récents  de  plu- 
sieurs jeunes  mathématiciens,  MM.  Globa-Mikhaïlenko,  Pierre 
Humbert,  Alexandre  Véronnet.  Nous  avons  placé  à la  fin  de  l’Ou- 
vrage une  liste,  aussi  complète  que  possible,  des  travaux  publiés 
sur  le  sujet. 

Je  remercie  M.  Véronnet  du  concours  qu’il  m’a  donné  pour  la 
rédaction  du  cours,  pour  la  correction  des  épreuves,  et  pour 
différentes  additions  au  texte  primitif. 

P.  A.PPELL. 

Klingenthal  (Bas-Rhin), 
icl'  août  1920. 


PRÉFACE  DE  LA  SECONDE  ÉDITION. 


Paul  Appell  a été  enlevé  à la  Science  au  moment  où  la  première 
édition  de  cet  Ouvrage  s’épuisait.  Appelé  à collaborer  à cette  pre- 
mière édition,  j’ai  le  douloureux  devoir  et  le  dangereux  honneur 
d’en  préparer  la  seconde.  Mais  chacun  sait  que  la  rédaction 
parfaite  des  œuvres  d’Appell  ne  nécessite  aucune  retouche  ni 
correction. 

Je  n’ai  eu  qu’à  ajouter,  comme  il  était  convenu,  un  dernier  cha- 
pitre, sur  les  figures  d’équilibre  d’une  masse  soumise  à la  tension 
superficielle,  pour  résumer  les  très  intéressants  travaux  de  deux  de 
ses  élèves,  MM.  GIoba-Mikhaïlenko  et  A.  Gharrueau.  Ce  dernier 
en  particulier  a complètement  résolu  le  problème  de  l’évolution  des 
figures,  y compris  la  formation  des  anneaux,  et  discuté  l’applica- 
tion des  résultats  à la  fameuse  expérience  de  Plateau,  sur  la  sphère 
d’huile  en  rotation,  expérience  où  l’on  a voulu  voir  la  démonstra- 
tion physique  de  l’hypothèse  cosmogonique  de  Laplace. 

On  verra  dans  ce  chapitre  comment  les  calculs  cadrent  parfai- 
tement avec  les  expériences  normales  de  Plateau,  celles  où  la  masse 
d’huile  se  creusait  et  se  transformait  en  un  anneau,  mais  sans  se 
fractionner  en  deux  parties.  L’expérience  que  l’on  est  habitué  à 
voir  dans  les  livres,  formation  d’un  anneau  avec  masse  centrale, 
n’est  obtenue  que  par  un  artifice  d’expérience  et  le  calcul  mathé- 
matique ne  peut  l’interpréter  qu’en  admettant  de  grandes  diffé- 
rences de  rotation  entre  les  parties.  D’ailleurs  l’expérience  n’a 
aucun  point  de  rapport  avec  l’hypothèse  de  Laplace,  l’une  faisant 
intervenir  la  tension  superficielle  et  l’autre  la  gravitation. 

On  trouvera  également,  à la  fin  du  n°  83,  l’indication  des 
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travaux  de  M.  Orlow  sur  les  ellipsoïdes  de  bifurcation,  où  n = 5, 
6 et  7;  au  n°  106  le  résultat  des  travaux  de  M.  Gartan  sur  la 
stabilité  ordinaire  des  ellipsoïdes  ; et  au  n°  107  le  résumé  des 
travaux  sur  les  fi  gu  res~  annulaires. 

P.  Appell  avait  limité  ses  Leçons  de  1914?  qui  forment  l’objet  de 
ce  tome  quatrième,  à l’étude  delà  rotation  d’une  masse  homogène, 
pensant  les  étendre  l’année  suivante  à une  masse  hétérogène  et  à 
la  figure  des  planètes.  Les  événements  ne  lui  ont  pas  permis  d’ache- 
ver cet  Ouvrage.  Je  le  lui  avais  proposé  et  préparé.  Ce  second 
fascicule  du  tome  IV  du  Traité  de  Mécanique  rationnelle 
pourra  paraître  peu  après  celui-ci. 


Janvier  1931. 


Alex.  VÉRONNET. 
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FIGURES  D’ÉQUILIBRE  D’UNE  MASSE  LIQUIDE  EN  ROTATION. 


CHAPITRE  PREMIER, 

PROBLÈME.  INDICATIONS  HISTORIQUES. 


1.  Problème.  — Nous  nous  occuperons  dans  ce  Volume  du  pro- 
blème suivant  qui  s’est  posé  dès  que  fut  découverte  l’attraction 
universelle  et  dont  Newton  lui-même  s’est  occupé. 

Une  masse  liquide  homogène  isolée  dans  l’espace,  c’est-à-dire 
soustraite  à toute  action  extérieure,  peut-elle  se  mouvoir  à la  façon 
d’un  corps  solide  de  telle  manière  que  ses  particules  restent  à des 
distances  mutuelles  invariables?  Si  un  mouvement  de  cette  nature 
existe,  quelle  est  la  forme  de  la  masse  liquide  ? 

Plus  généralement,  un  mouvement  de  ce  genre  est-il  possible 
quand  la  masse  liquide  est  soumise  à une  pression  extérieure  cons- 
tante et  quelle  est  alors  la  forme  de  la  masse? 

La  réponse  à la  première  partie  de  la  question  est  facile.  Le  seul 
mouvement  possible  est  celui  dans  lequel  le  centre  de  gravité  prend 
un  mouvement  rectiligne  uniforme,  la  masse  "tournant  avec  une 
vitesse  angulaire  constante  co  autour  d’un  axe  de  direction  fixe 
passant  par  le  centre  de  gravité,  axe  qui  constitue  un  axe  principal 
d’inertie  pour  le  liquide. 

Quant  à la  seconde  partie  : détermination  des  formes  possibles 
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de  la  masse,  elle  est  loin  d’être  résolue.  Les  plus  grands  géomètres 
s’en  sont  occupés.  Ils  ont  trouvé  des  formes  possibles,  mais  non 
toutes  les  formes  possibles. 

Les  données  du  problème  peuvent  être  de  deux  natures  diffé- 
rentes : i°  On  peut  donner  la  masse  liquide  et  la  vitesse  angulaire 
de  rotation  w;  2°  On  peut  également  donner  la  masse  liquide  et  la 
valeur  p.  de  la  somme  des  moments  dés  quantités  de  mouvement 
par  rapport  à l’axe  de  rotation.  Cette  somme  est  d’ailleurs 

J-l  = I w , 

I désignant  le  moment  d'inertie  du  liquide  par  rapport  à l’axe.  Ce 
second  problème  est  distinct  du  premier,  car  lorsque  la  forme  de 
la  masse  change,  I varie.  Il  présente  plus  d’intérêt  que  lui  au  point 
de  vue  de  la  Mécanique  céleste.  En  effet,  dans  l’hypothèse  com- 
munément admise  d’une  planète  d'abord  à l’état  fluide,  lorsque 
cette  planète  en  tournant  se  refroidit,  I etw  changent,  mais  p reste 
constant.  La  valeur  de  p est  donc  une  donnée  initiale  du  problème. 

Dans  ces  Leçons  nous. prendrons  comme  sujet  principal  l’exposé 
des  travaux  de  Poincaré  ( Acta  Mathematica , t.  VII,  et  Leçons 
sur  les  figures  d'équilibre  d'une  masse  fluide,  professées  à la 
Sorbonne  en  1900;  Gauthier-Villars),  en  groupant  autour  d’eux 
les  principales  recherches  récentes.  Parmi  ces  dernières,  il  con- 
vient de  citer  au  premier  rang  les  recherches  de  Liapounoff. 
La  plupart  des  travaux  de  ce  géomètre  sont  publiés  dans  les 
Mémoires  de  l'Académie  de  Pètrograd.  Des  traductions  ou  des 
rédactions  françaises  ont  paru  dans  les  Annales  de  la  Faculté  de 
Toulouse  (1904)  et  dans  les  Annales  de  l'Ecole  Normale  supé- 
rieure (1909). 

2.  Indications  historiques.  — Nous  pouvons  distinguer  trois 
périodes  distinctes  : 

i°  De  Newton  à Laplace.  Les  ellipsoïdes  de  révolution  et  les 
anneaux.  — Newton  a bien  vu  que  sa  loi  de  la  gravitation  devait 
permettre  d’expliquer  la  ligure  des  astres  aussi  bien  que  leurs 
mouvements.  Il  montre  que  la  force  centrifuge,  combinée  avec  la 
pesanteur,  doit  donner  un  ellipsoïde  de  révolution  aplati  aux 
pôles.  Il  calcule  le  poids  de  la  masse  liquide  contenue  dans  un 
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tube  élémentaire  dirigé  suivant  l’axe  polaire  et  celui  de  la  masse 
contenue  dans  un  autre  tube  dirigé  suivant  un  rayon  équatorial 
quelconque,  et  il  en  déduit  l’aplatissement  dans  le  cas  d’une  Terre 
homogène  ( Principia , t.  III). 

Maupertuis  (Sur'  la  figure  des  astres , 1 782.)  étudie  l’équilibre 
d’une  figure  plane  tournant  autour  d’un  axe  normal  à son  plan,  en 
tenant  compte  d’une  attraction  centrale  et  de  la  force  centrifuge. 
11  avait  sans  doute  en  vue  les  anneaux  de  Saturne. 

Ma  cl  a u ri  n ( Traité  des  fluxions,  1 7 42  ) applique  à la  masse 
homogène  en  rotation  le  principe  de  Pascal  sur  l’égalité  des  pres- 
sions, avant  même  que  les  principes  de  l’Hydrostatique  soient  par- 
faitement établis.  Il  étend  à tous  les  points  de  la  masse  et  à toutes 
les  directions  le  calcul  primitif  de  Newton.  Il  montre  ainsi  que 
l’ellipsoïde  de  révolution  est  bien  une  figure  d’équilibre,  où  la 
résultante  des  forces  est  partout  normale  à la  surface.  Les  figures 
d’équilibre  qui  sont  des  ellipsoïdes  de  révolution  portent  depuis 
lors  le  nom  à1  ellipsoïdes  de  Maclaurin. 

Simpson  en  1743  étudie  les  conditions  d’existence  de  ces  ellip- 
soïdes. Il  établit  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  de  l’équi- 
libre est  l’égalité  de  pression  à la  surface.  Il  découvre  la  limite 
supérieure  de  l’expression 


en  prenant  la  vitesse  de  rotation  comme  paramètre.  Cette  expres- 
sion, où  p désigne  la  densité  et  f la  constante  de  la  gravitation, 
doit  être  plus  petite  que  0,2247...  pour  que  l’ellipsoïde  de  révo- 
lution existe.  Il  montre  enfin,  par  le  calcul  numérique,  qu’au- 
dessous  de  cette  vitesse  critique  il  y a deux  ellipsoïdes  qui  tendent 
respectivement  vers  la  sphère  ou  vers  un  disque  aplati,  quand  la 
vitesse  tend  vers  zéro.  Ce  fait  sera  démontré  plus  tard  par  Laplace 
à la  suite  d’une  remarque  de  d’Alembert. 

Clairaut,  dans  son  livre  remarquable  sur  la  Figure  de  la 
Terre  (1743),  donne  à ces  démonstrations  et  à ces  résultats  leur 
forme  définitive.  Il  va  plus  loin  et  étend  ses  calculs  à l’étude  d’une 
masse  hétérogène,  comme  seraient  la  Terre  et  les  planètes.  Il  donne 
alors  les  formules  qui  relient  l’aplatissement  et  la  pesanteur  à la 
densité  et  à la  force  centrifuge,  dans  le  cas  d’une  vitesse  de  rota- 
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lion  assez  lente.  Travail  tellement  parfait  pour  l’époque  qu’il  n’a 
été  repris  et  continué  que  plus  de  cent  ans  plus  tard. 

Ce  même  problème  se  posait  pour  la  figure  d’une  nébuleuse  qui 
se  refroidit  et  se  contracte  en  tournant.  Laplace  dut  y songer.  Dès 
1 776,  il  faisait  remarquer  qu’on  n’avait  pas  de  solution  générale  de 
ce  problème,  mais  seulement  des  études  de  cas  particuliers,  des 
solutions  purement  empiriques. 

C’est  un  peu  plus  tard  que  Legendre  fait  connaître  sa  méthode 
fondamentale  qui  permettra  de  rechercher  directement,  avec 
l’approximation  voulue,  les  figures  d’équilibre  voisines  de  la 
sphère  (Histoire  de  V Académie  des  Sciences  pour  1789).  C’est  à 
cette  méthode,  de  toute  première  importance  en  Physique  mathé- 
matique, que  sont  dus  tous  les  progrès  les  plus  récents  sur  le  pro- 
blème posé  ici.  Il  considère  des  dénivellations  faibles  et  se  donne 
en  chaque  point  la  cote  par  rapport  à la  sphère.  Il  la  définit  en 
fonction  des  coordonnées  sphériques  et  exprime  le  potentiel  au 
moyen  des  harmoniques  sphériques  ou  polynômes  de  Legendre  (*). 

C’est  l’extension  à une  fonction  de  plusieurs  variables  de  la  mé- 
thode qui  permet  d’exprimer  une  fonction  d’une  variable  par  une 
série  de  fonctions  trigonométriques,  sinus  et  cosinus.  Le  potentiel 
provenant  de  l’attraction  et  le  potentiel  provenant  de  la  force  cen- 
trifuge s’expriment  donc  ainsi  en  fonctions  harmoniques.  Il  suffit 
d’identifier  l’équation  de  la  surface  avec  celle  qui  exprime  le  poten- 
tiel total  à la  surface  : ce  potentiel  doit  être  constant.  On  obtient 
entre  les  coefficients  une  série  d’équations  qui  permettent  de  déter- 
miner les  éléments  du  problème.  C’est  cette  méthode  que  Poincaré 
et  LiapounofT  ont  généralisée  et  appliquée  à l’ellipsoïde  au  moyen 
des  fonctions  de  Lamé,  qui  remplacent  ici  les  fonctions  sphériques 
et  qui  permettent  de  traiter  le  problème  dans  toute  sa  généralité. 

Laplace  démontre  par  cette  méthode  que  l’ellipsoïde  aplati,  peu 
différent  d’une  sphère,  est  encore  figure  d’équilibre  même  sous 
l’attraction  d’un  corps  extérieur.  Il  trouve  également  que  l’anneau 


0)  La  formule  était  établie  pour  les  points  non  situés  sur  la  surface.  Poisson 
montre  dans  les  Additions  à la  Connaissance  des  Temps  pour  1829,  p.  366, 
qu’elle  s’applique  à tous  les  points.  Callandreau  précise  les  démonstrations  de 
Poisson  dans  un  Mémoire  sur  la  théorie  de  la  figure  des  planètes  ( Annales  de 
l' Observatoire  de  Paris,  t.  XIX,  1889,  et  Comptes  rendus,  t.  CIII,  p.  33  et  196). 
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avec  corps  central  est  une  figure  d’équilibre;  mais  ces  derniers 
calculs  ne  présentent  pas  encore  toute  la  précision  désirable. 

2°  De  Jacobi  à Poincaré . Les  ellipsoïdes  à trois  axes . — On 
crut  pendant  longtemps  qu’il  n’j  avait  pas  d’autre  figure  d’équi- 
libre que  l’ellipsoïde  aplati  et  l’anneau.  Il  faut  attendre  jusqu’en 
i834  pour  voir  s’introduire  des  idées  neuves  et  des  solutions  nou- 
velles, qui  devaient  ouvrir  une  voie  féconde.  Jacobi  fait  remarquer 
que  le  potentiel  de  l’ellipsoïde  à trois  axes  s’exprime  par  une  fonc- 
tion quadratique  des  coordonnées  de  la  surface,  comme  le  potentiel 
de  la  force  centrifuge  et  l’équation  de  l’ellipsoïde.  Il  montre  ainsi 
que  les  ellipsoïdes  à trois  axes  inégaux  tournant  autour  du  petit 
axe  peuvent  être  des  figures  d’équilibre  : ils  portent,  depuis,  le 
nom  à1  ellipsoïdes  de  Jacobi.  Il  suffisait,  en  effet,  comme  dans  le 
problème  de  Legendre,  d’identifier  l’équation  de  la  surface,  et  le 
potentiel  total  à la  surface,  pour  déterminer  les  éléments  d’un 
ellipsoïde  répondant  à la  question. 

Liouville  en  a fait  la  démonstration  analytique  ( Journal  de 
Mathématiques , 1 834 ) • D’autres  démonstrations  ont  été  données 
en  particulier  par  Smith  ( 1 838 ) et  Plana  ( 1 853 ) . Otto  Meyer, 
puis  Liouville,  en  prenant  comme  variable  la  vitesse  de  rotation, 
ont  fait  la  discussion  complète  des  équations  qui  se  présentent  ici. 

Poincaré  fait  remarquer  [Revue  générale  des  Sciences , 1892, 
p.  67)  que  ce  fut  un  étonnement  dans  le  monde  scientifique  de 
constater  qu’il  pouvait  y avoir  des  ligures  d’équilibre  d’un  corps 
en  rotation  qui  n’étaient  pas  des  figures  de  révolution.  De  Ponté- 
coulant  avait  cru  pouvoir  affirmer  le  contraire  et  cela  paraissait 
assez  plausible.  En  tout  cas  la  résultante  des  forces  était  bien  par- 
tout normale  à la  surface  dans  un  ellipsoïde  de  Jacobi.  Il  y avait 
équilibre.  L’étonnement  devait  être  bien  plus  grand  à l’annonce 
des  figures  piriformes  d’équilibre. 

La  valeur  limite  de  l’expression  h était  plus  faible  encore  pour 
les  ellipsoïdes  à trois  axes  que  pour  les  ellipsoïdes  de  révolution. 
Elle  ne  devait  pas  dépasser  0,1871...  Avec  des  vitesses  de  rotation 
de  plus  en  plus  faibles,  l’ellipsoïde  s’allonge  de  plus  en  plus.  L’axe 
moyen  se  rapproche  du  petit.  La  figure  tend  vers  celle  des  ellip- 
soïdes de  révolution  allongés,  en  forme  d’aiguille.  11  y a donc 
désormais  pour  les  faibles  vitesses  trois  figures  d’équilibre  pos- 
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sibles  théoriquement  : la  sphère,  le  disque,  l’aiguille,  c’est-à-dire 
des  figures  limites  à trois,  à deux,  à une  dimension.  Entre  ces 
limites  il  y a deux  séries  distinctes  de  figures  d’équilibre  : les 
ellipsoïdes  aplatis  et  de  révolution  de  Maclaurin  et  les  ellipsoïdes 
allongés  et  à trois  axes  de  Jacobi,  avec  un  ellipsoïde  commun,  où 
la  seconde  série  se  sépare  de  la  première. 

Mathiessen  (i85g)  étudie  de  nouveau  la  figure  annulaire.  11 
établit  de  plus  que  le  cylindre  indéfini  de  section  elliptique  est 
encore  une  figure  d’équilibre.  Dans  ce  cas  la  rotation  se  fait  autour 
de  l’axe  du  cylindre.  C’est  le  problème  simplifié,  puisqu’il  suffit 
de  considérer  une  section  plane  : ce  problème  a été  étudié  plus 
complètement  plus  tard  par  Jeans  ( Philosophical  Transactions , 
A,  t.  200,  1903)  et  par  Globa-Mikhaïlenko  ( Journal  de  Mathé- 
matiques, 1916). 

3°  Poincaré  et  Liapouno ff.  Les  figures  de  Poincaré . — Le 
problème  traité  par  Liouville  fut  regardé  comme  suffisamment 
résolu  et  laissé  dans  l’oubli  pendant  près  de  25  ans.  Deux  faits 
nouveaux  le  font  entrer  dans  une  nouvelle  phase. 

En  i883  paraît  la  troisième  édition  du  Treatise  on  naturcil 
Philosophy  de  Thomson  et  Tait.  Les  auteurs  y indiquent  qu’en 
considérant  l’augmentation  progressive  du  moment  de  rotation,  au 
lieu  de  la  vitesse  de  rotation,  on  obtient  une  série  de  figures  stables, 
parlant  de  la  sphère,  suivant  les  ellipsoïdes  de  Maclaurin,  jusqu’à 
celui  qui  donne  naissance  aux  jacobiens,  puis  une  série  d’ellip- 
soïdes de  Jacobi  à trois  axes,  qui  en  s’allongeant  doivent  finir  par 
se  diviser  en  deux  masses  distinctes.  Mais  on  ne  savait  rien  sur  les 
figures  d’équilibre  intermédiaires  entre  les  ellipsoïdes  de  Jacobi  et 
la  figure  de  rupture  : Thomson  et  Tait  signalent  cette  lacune. 

Déjà  Tchebytchef,  en  1882,  s’était  posé  la  question  de  savoir  ce 
que  devenait  l’ellipsoïde  de  Maclaurin  quand  il  arrivait  à sa  vitesse 
de  rotation  critique  maximum,  qu’il  ne  pouvait  pas  dépasser.  Si 
l’on  augmentait  cette  vitesse  limite,  infranchissable  mathémati- 
quement, que  se  passait-il?  La  masse  allait-elle  se  briser?  Serait-ce 
l’ellipsoïde  de  rupture?  Y aurait-il  bifurcation  vers  d’autres  figures 
d’équilibre  ? Il  avait  fait  part  de  ce  problème  à LiapounofF.  Celui-ci 
appliqua  alors  la  méthode  de  Legendre,  aux  figures  peu  différentes 
d’un  ellipsoïde,  comme  Legendre  l’avait  d’abord  appliquée  aux 
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figures  voisines  d’une  sphère.  En  1884,  il  montra  qu’il  y a d’autres 
surfaces  d’équilibre  voisines  des  ellipsoïdes  de  Maclaurin  et  de 
Jacobi  et  il  en  poursuivit  l’étude  très  loin.  Ses  travaux  publiés  en 
russe  ne  furent  traduits  et  connus  en  France  que  20  ans  plus 
tard  (1904). 

C’est  un  autre  travail  qui  attire  l’attention  de  Poincaré  sur  la 
question.  Mrae  Kowalevski  avait  envoyé  en  1874 7 -à  l’Université  de 
Gottiague,  un  Mémoire  remarquable  sur  l’anneau  de  Saturne,  où 
elle  établissait  rigoureusement  l’existence  de  la  figure  annulaire 
comme  figure  d’équilibre.  Ce  Mémoire  est  publié  en  i885.  Poin- 
caré s’occupe  alors  de  la  question  de  l’anneau,  puis  du  problème 
général  de  Tait  et  Thomson  ( Comptes  rendus  et  Bulletin  astro- 
nomique, 1 885  ) . Dans  un  travail  d’ensemble,  il  démontre  que 
les  ellipsoïdes  de  Maclaurin  et  de  Jacobi  forment  des  séries 
continues  possédant  une  infinité  de  points  de  bifurcation  discon- 
tinus où  apparaissent  de  nouvelles  figures  d’équilibre,  différentes 
des  ellipsoïdes  et  donnant  naissance  à autant  de  séries  nouvelles 
ou  de  rameaux.  11  calcule  la  position  de  ces  points,  il  détermine 
la  forme  de  ces  nouvelles  figures,  dont  la  plus  simple  se  rapproche 
de  l’œuf  ou  de  la  poire,  forme  ovoïde  ou  piriforme.  Il  en  indique 
l’étranglement  possible.  C’est  l’ensemble  de  ce  travail  de  tout 
premier  ordre,  chef-d’œuvre  de  Mécanique  analytique,  qui  a été 
publié  au  Tome  YIL  des  Acta  Mathematica)  1 885 . Puis  dans 
les  Leçons  sur  les  figures  d' équilibre 9 Poincaré  démontrait  en 
passant  que  la  fonction  h de  la  vitesse  de  rotation  ne  pouvait  en 
aucun  cas  être  supérieure  à un;  autrement  il  y aurait  rupture,  la 
force  résultante  étant  alors  dirigée  vers  l’extérieur.  Crudeli  a 
démontré  que  dans  le  cas  d’une  surface  convexe  cette  limite  est 
abaissée  à i {Rend,  délia  Accad.  dei  Lincei , ier  semestre 
1910,  p.  666).  Poincaré  s’est  borné  à la  première  approximation. 
Liapounoff  a donné  une  méthode  permettant  de  pousser  l’approxi- 
mation de  plus  en  plus  loin.  Il  est  juste  d’ajouter  que  M.  Liapou- 
noff  démontra  l’existence  des  nouvelles  figures  en  établissant  la 
convergence  de  certaines  séries  : c’est  l’appareil  analytique  néces- 
saire à cette  démonstration  qui  rend  difficile  la  lecture  des  Mé- 
moires de  Liapounoff. 

C’est  G.  H.  Darwin  qui  a fait  les  calculs  numériques  détermi- 
nant d’une  façon  précise  la  forme  de  la  première  figure  de  bifur- 
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cation  et  qui  lui  a donné  le  nom  de  figure  pir  if  orme  ( Phil . Trans . , 
A,  t.  198,  1902).  P.  Humbert  dans  sa  thèse  (1918)  a montré  que 
les  sections  principales  de  la  figure  piriforme  ne  présentent  pas  de 
points  d’inflexion  et  il  a calculé  les  figures  de  bifurcation  suivantes. 

4°  Stabilité  des  figures  d'équilibre . — Une  fois  un  mouve- 
ment de  la  masse  liquide  trouvé,  il  faut  voir  s’il  est  stable,  c’est- 
à-dire  si,  en  déplaçant,  infiniment  peu  et  d’une  manière  arbitraire, 
les  molécules  les  unes  par  rapport  aux  autres  et  en  leur  donnant 
des  vitesses  relatives  infiniment  petites,  on  obtient  un  nouveau 
mouvement  infiniment  peu  différent  du  mouvement  de  rotation 
primitif.  Les  figures  stables  seront  les  seules  qui  pourront  exister 
dans  la  nature.  Les  résultats  principaux  sur  cette  question  sont 
encore  dus  à Thomson,  Liapounoff  et  Poincaré.  Toutefois  cette 
question  plus  compliquée  est  restée  encore  bien  obscure. 

Les  premiers  auteurs  s’en  étaient  peu  occupés.  Laplace  recon- 
naît qu’un  anneau  de  Saturne  fluide  serait  instable.  La  démons- 
tration rigoureuse  en  a été  donnée  par  Mme  Kowalevski. 

Lagrange  a démontré  par  la  théorie  des  petits  mouvements  que, 
pour  un  système  soumis  à des  forces  qui  dérivent  d’un  potentiel, 
il  y a équilibre  stable  quand  l’énergie  potentielle  du  fluide  est 
maximum.  11  ne  démontrait  pas  le  théorème  dans  sa  généralité. 
C’est  Lejeune-Dirichlet  qui  en  a donné  la  démonstration  rigou- 
reuse et  classique,  indépendamment  de  la  théorie  des  petits  mou- 
vements. D’ailleurs,  l’existence  d’un  maximum  est  une  condition 
suffisante,  mais  elle  ne  paraît  pas  nécessaire  et  l’équilibre  pourrait 
être  stable  sans  cela.  La  réciproque  du  théorème  de  Dirichlet  a été 
démontrée  pour  un  cas  très  étendu  par  Liapounoff  ( Journal  de 
Mathématiques , *896).  Cette  démonstration  a été  reprise  et  pré- 
cisée par  Hadamard  ( Mémoire  publié  dans  les  Comptes  rendus , 
,897)- 

Thomson  et  Tait,  dans  leur  Treatise  on  natural  Philosopliy , 
introduisent  une  notion  nouvelle  et  fondamentale,  en  distinguant 
la  stabilité  séculaire  et  la  stabilité  temporaire  ou  ordinaire,  dans 
l’équilibre  relatif  par  rapport  à des  axes  entraînés  avec  le  corps. 
Ils  montrent  que,  s’il  n’y  a pas  de  frottements,  la  condition  de 
Lejeune-Dirichlet  est  toujours  suffisante.  Il  y aura  équilibre  stable 
dès  qu’elle  sera  réalisée  et  l’équilibre  se  conservera  indéfiniment. 
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Mais  dans  un  corps  qui  se  déforme  il  s’introduit  des  frottements 
dus  à la  viscosité.  Dans  ce  cas,  la  condition  de  Lejeune-Dirichlet 
devient  nécessaire.  Si  elle  n’est  pas  remplie,  l’équilibre  pourra 
exister,  mais  il  pourra  être  détruit  à la  longue  par  la  perte  d’éner- 
gie due  aux  frottements. 

Poincaré  et  LiapounofF  ont  remarqué  que,  s’il  y a des  déforma- 
tions quelconques,  les  mouvements  sont  malaisément  définis  par 
rapport  aux  axes  mobiles.  En  tout  cas,  Poincaré  simplifie  d’abord 
le  problème  en  considérant  la  stabilité  dans  le  cas  de  l’équilibre 
absolu  par  rapport  à des  axes  fixes,  pour  un  système  à n degrés  de 
liberté.  Tl  définit  la  fonction  des  forces,  au  voisinage  d’une  position 
d’équilibre,  de  façon  que  les  termes  principaux  forment  une  somme 
de  n carrés,  avec  n coefficients  qui  sont  les  coefficients  de  stabi- 
lité. Si  tous  ces  coefficients  sont  négatifs,  la  fonction  est  maximum 
dans  la  position  considérée  : il  y a équilibre  stable.  Si  un  ou  plu- 
sieurs de  ces  coefficients  sont  positifs,  il  y a un  ou  plusieurs  degrés 
d’instabilité.  L’équilibre  est  plus  ou  moins  stable.  Le  nombre  n 
peut  devenir  infini. 

Quand  deux  séries  de  figures  d’équilibre  se  croisent,  leurs  coef- 
ficients de  stabilité  deviennent  égaux.  L’un  d’eux  s’annule  en 
général  et  change  de  signe.  Il  y a échange  des  stabilités.  La  série 
qui  était  stable  devient  instable  et  réciproquement. 

Poincaré  étend  ces  résultats  à l’équilibre  relatif  par  rapport  à 
des  axes  tournant  avec  le  fluide.  Il  faut  alors  faire  entrer  la  force 
centrifuge  dans  la  fonction  de  forces  et  l’on  obtient  une  nouvelle 
fonction  qui  doit  rester  maximum.  Cette  condition  du  maximum 
qui  est  nécessaire  n’est  plus  suffisante. 

Les  ellipsoïdes  de  Maclaurin  sont  stables  jusqu’à  l’ellipsoïde  de 
bifurcation  (stabilité  séculaire).  Ils  le  restent  même  toujours  au 
delà  s’il  n’y  a pas  de  frottements  (stabilité  ordinaire).  Ils  prennent 
ensuite  un  degré  d’instabilité  à chaque  nouveau  point  de  bifur- 
cation. 

Au  premier  ellipsoïde  de  bifurcation  la  stabilité  passe  aux  ellip- 
soïdes de  Jacobi,  jusqu’à  l’ellipsoïde  de  bifurcation  qui  conduit  à 
la  figure  piriforme.  Au  delà,  les  ellipsoïdes  de  Jacobi  prennent 
également  un  degré  d’instabilité  à chaque  nouveau  point  de  bifur- 
cation. 

Mais  le  critérium  de  Poincaré  pour  l’équilibre  relatif  ne  s’ap- 


10  FIGURES  D’ÉQUILIBRE  D’UNE  MASSE  LIQUIDE  EN  ROTATION. 

plique  plus  aux  figures  non  ellipsoïdales,  comme  il  en  convienl 
lui-même  à la  suite  d’une  remarque  de  Schwarzschild  (1896)  et 

11  donne  alors  les  formules  qui  peuvent  permettre  de  trancher  la 
question  en  ce  point  douteux  ( Phil . Trans .,  1902).  Darwin  fait 
les  calculs  nécessaires,  mais  seulement  jusqu’à  la  deuxième  approxi- 
mation, et  il  trouve  que  la  figure  pirifor  me  est  stable  ( P hit . Trcuis., 
1902,  1908),  mais  ce  résultat  paraît  inexact. 

Liapounoff  de  son  côté  détermine  une  autre  fonction  que  celle 
de  Poincaré  qui  doit  être  maximum  dans  le  cas  de  la  stabilité, 
quelle  que  soit  la  figure.  Il  fait  les  calculs  relatifs  à la  figure  piri- 
forme  et  démontre  qu’elle  est  instable  (1908). 

Jeans  enfin  a recommencé  les  calculs  de  Darwin  en  appliquant 
la  formule  de  Poincaré  jusqu’à  la  troisième  approximation  ( Memoir 
of  the  Roy.  Astr.  Soc.,  t.  LXII,  1917).  11  montre  que  la  deuxième 
approximation  était  insuffisante  et  que  la  figure  piriforme  est 
instable,  conformément  à la  démonstration  de  Liapounoff. 

3.  Autres  recherches.  — On  peut  reprendre  le  même  problème 
pour  une  masse  hétérogène  où  la  densité  varie  d’une  façon  quel- 
conque. C’est  un  problème  plus  difficile  et  beaucoup  moins  étudié 
que  le  précédent.  Cependant,  c’est  le  seul  qui  soit  applicable  à la 
Mécanique  céleste  et  à la  Figure  de  la  Terre. 

Sur  ce  point  Clairaut  a donné  une  solution  remarquable  du 
problème,  en  supposant  la  figure  d’équilibre  voisine  de  celle  d’une 
sphère  et  la  masse  constituée  par  des  couches  homogènes  concen- 
triques. Il  résout  complètement  le  problème  dans  le  cas  d’une 
vitesse  faible  et  uniforme  dans  toute  la  masse. 

Les  principaux  travaux  tentés  depuis  sur  les  ellipsoïdes  hétéro- 
gènes à trois  axes  ou  de  révolution,  sont  dus  à M.  Hamy  (Thèse  de 
doctorat,  Journal  de  Mathématiques , t.  VI,  1890)  et  à M.  Vé- 
ronnet  (Thèse  de  doctorat,  Journal  de  Mathématiques,  4e  fasci- 
cule, 1912).  Cette  étude  formera  le  second  fascicule  de  cet  Ouvrage. 

D’autres  recherches  ont  été  faites  dans  l’ordre  d’idées  suivant  : 
on  peut  se  demander  quels  sont  les  mouvements  qui  laisseraient 
la  surface  extérieure  invariable  de  forme,  tandis  que  les  éléments 
intérieurs  et  superficiels  du  fluide  subiraient  des  déplacements 
relatifs,  la  pression  pouvant  être  supposée  nulle  ou  constante  à la 
surface. 
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On  peut  chercher  encore  si  un  liquide  peut  se  mouvoir  de  façon 
que  sa  surface  extérieure  varie  et  se  déforme  en  fonction  du  temps, 
le  volume  restant  constant.  Les  principales  recherches  sur  ce  sujet 
sont  dues  à Dirichlet  et  à Riemann  pour  le  cas  où  la  surface  exté- 
rieure est  ellipsoïdale.  Plus  récemment,  SteklofFa  résumé  et  poussé 
plus  loin  leurs  travaux  dans  un  Mémoire  traduit  dans  les  Annales 
de  V Ecole  Normale,  1908,  1909. 

M.  Globa-Mikhaïlenko  a cherché  aussi  comment  la  tension 
superficielle  modifie  les  formes  ellipsoïdales  précédemment  trou- 
vées. Son  effet  serait  évidemment  insignifiant  sur  des  masses 
liquides  ayant  le  volume  et  la  densité  des  corps  célestes,  car  elle 
est  proportionnelle  à la  courbure.  Mais  pour  des  masses  plus 
petites,  cette  action  peut  jouer  un  rôle.  11  montre  que,  comme  on 
pouvait  le  prévoir,  la  pression  capillaire  tend  à arrondir  les  ellip- 
soïdes. Prenant  ensuite  des  masses  assez  petites  pour  que  leur 
attraction  newtonienne  à la  surface  soit  négligeable  devant  la  pres- 
sion capillaire,  il  étudie  les  figures  d’équilibre  d’une  masse  liquide 
homogène  tournant  uniformément  autour  d’un  axe  fixe  et  soumise 
uniquement  à la  tension  superficielle.  Ces  conditions  sont  approxi- 
mativement réalisées  dans  les  expériences  de  Plateau.  Le  problème 
a été  repris  et  complété  par  Charrueau.  C’est  l’objet  du  Chapitre  IX 
de  cette  nouvelle  édition. 

O11  peut  rattacher  encore  à cette  question  les  études  sur  la  rota- 
tion d’un  corps  variable , l’influence  des  déformations  de  Ja  sur- 
face sur  le  déplacement  de  l’axe  de  rotation,  la  variation  du  Pôle 
et  des  latitudes,  question  qui  a fait  l’objet  de  nombreux  travaux 
dans  ces  dernières  années.  Citons  enfin  les  travaux  où  l’on  tient 
compte  aussi  de  1 [élasticité  et  de  la  rigidité  d’une  enveloppe  ou 
de  l’ensemble  de  la  masse.  On  sait  que  lord  Kelvin  a démontré 
que  l’enveloppe  terrestre  devait  avoir  une  rigidité  comparable  à 
celle  de  l’acier,  pour  expliquer  la  constante  de  la  précession, 
chiffre  qui  s’est  trouvé  vérifié  parla  mesure  des  marées  de  l’écorce 
terrestre,  qui  égalent  en  hauteur  le  tiers  de  celles  de  l’Océan. 
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CHAPITRE  II. 

ATTRACTION  ET  POTENTIEL. 


Nous  résumons  ici  les  formules  fondamentales  relatives  à l’attrac- 
tion et  au  potentiel,  exposées  dans  le  Tome  III,  Chapitres  XXVIII 
et  XXIX. 

4.  Formule  de  Green.  — Soient  G,  H,  K trois  fonctions  finies 
et  continues  de  x,  y , admettant  des  dérivées  partielles  du  pre- 


Fig.  I. 


mier  ordre  dans  un  domaine,  et  soit  un  certain  volume  T,  compris 
dans  le  domaine  et  limité  par  la  surface  S.  Appelons  dz  l’élément 
de  volume,  da  l’élément  de  surface,  a,  (3,  y les  cosinus  directeurs 
de  la  normale  extérieure  à l’élément  de  (fi  g-  i),  on  a la  relation 
suivante  qui  s’applique  à tout  volume,  même  composé  de  plusieurs 


CHAPITRE  II.  — ATTRACTION  ET  POTENTIEL. 


i3 


parties  distinctes  : 

« SS  B 


fd_ G 
\dx 


dy 


-+-^rft  = J (aG  + pH  + vK)  di 


Pour  interpréter  géométriquement  cette  formule,  considérons 
le  vecteur  F ayant  pour  projections  G,  H,  K (champ  de  vecteurs); 
on  appelle  divergence  du  vecteur  en  un  point  la  quantité 


00 


„ dG  <m  dK 

div  F(  = H h -T-  • 

dx  dy  a z 


Cette  quantité  a une  signification  géométrique  indépendante  du 
choix  des  axes;  cela  résulte  de  ce  que  la  quantité 

«G+pH  + yK  . = Fn, 

qui  est  la  projection  du  vecteur  G,  H,  K sur  la  normale  extérieure, 
est  aussi  un  invariant  dans  le  cas  d’un  changement  d’axes.  La  for- 
mule de  Green  s’écrit  alors  avec  ces  notations,  où  ne  figurent  plus 
que  des  éléments  invariants  : 


(3) 


C div  FÆ  = f F nd<J. 
J c 


Cas  particulier  intéressant.  — Posons  maintenant 


G = U 


H = U 


TdV 


ày7 


K = lÆ 

ôz 


dG  à H dK 

dx  dy  dz 


(d*Y  d2  V d'2 V \ dU  dV  dÜ'dV  dû  dY 

~ — : 1 ; — ~ -4-  — — - I 4-  - — -t — - H-  : — 4-  rx  3 — ? 

{oz  dz 


lu  (£L , 

\d^72  dy 2 dz2  / dx  dx  dy  dy 

et  l’équation  (i)  devient  (A  étant  l’opérateur  de  Laplace) 

r wt  , F/du  dv  du  dv  du  dv\  , 
i L AV*  yft  (w  te+<tyTy+Tzà. s)  * 


r,,(  dv  „dv  àv\  , 

Js  \ dx  ^ dy\  dz  ) 


Posons  encore 


dV 
* dx 


dV 

dy 


dy  = 

^ dz 


dV 

dn 


Cette  expression  est  appelée  la  dérivée  suivant  la  normale  exté- 
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rieuve , dV  étant  la  variation  de  V quand  on  passe  du  pied  M de  la 
normale  au  point  M'  distant  de  dn  sur  cette  normale.  On  a alors 


f*  tt  wt  j r/dUdY  àU  àY  âV  âY\ _ fTTrfV, 

(4)  jf  u ^ - + ¥ + - -y-,  = /s  u ^ *. 

Si  les  fonctions  considérées  G,  H,  K dérivent  d’un  potentiel  V 
on  a U = i , et  la  formule  de  Green  devient 


f AV  dx=  f 

J T J S 


d<7. 


On  peut  faire  encore  dans  celte  formule  U = V ou  U = <p(V), 
et  l’on  obtient  d’autres  formes  remarquables  de  la  formule  de 
Green. 

Changeons,  par  exemple,  V en  U et  U en  V ; on  a 


f \ 'AU  du-  f (- 

t/T  t/T 


t)V 

àx  àx 


dV  dU 
dy  ày 


àY  ÔV 
àz 


v dlj  J 

Y dry. 
dn 


En  retranchant  ces  deux  dernières  expressions,  on  obtient 


<5-)  /(U  AV  - VAU)  rfx  = jf  (ü  g - vf  ) 

Nous  aurons  à considérer  en  général  des  fonctions  uniformes  et 
finies  à l’intérieur  des  domaines  étudiés.  Si  pourtant,  en  certains 
points  du  volume,  la  fonction  sous  le  signe  somme  devient  infinie, 
on  tourne  la  difficulté  de  la  façon  suivante.  On  entoure  le  point 
singulier  A d’une  sphère  <r  d’un  rayon  très  petit,  ayant  ce  point 


Fig.  2. 


pour  centre.  Dans  le  volume  compris  entre  la  surface  S et  la 
sphère  a,  il  n’y  a plus  de  point  singulier  et  l’on  peut  y appliquer 
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la  formule  de  Green  (fig.  2).  On  remarquera  toutefois  que  la 
normale  extérieure  au  volume,  sur  la  surface  cr,  est  dirigée  vers 
l’intérieur  de  cette  sphère.  Dans  chaque  cas,  on  recherchera  alors 
la  limite  de  l’intégrale  étendue  au  volume  de  la  petite  sphère 
quand  le  rayon  de  cr  tend  vers  zéro. 

5.  Attraction  et  potentiel.  — i°  Attraction  de  points  isolés. 
— Soient  m,,  /?z2,  . . . , mp  des  points  fixes  attirants,  P le  point 
attiré  de  masse  p,  f la  constante  de  la  gravitation.  L’attraction 

newtonienne  de  m,  est  une  force  F,  = — Si  P vient  en  P', 

j rj 

point  infiniment  voisin  ( fig . 3),  le  travail  de  la  résultante  est  égal 

Fig.  3. 


M,  r,  Fj 


à la  somme  des  travaux  élémentaires  des  composantes 


C’est  une  différentielle  totale.  11  existe  donc  une  fonction  de  forces 
ou  potentiel /pV  : 


(6) 

(7) 


y — lit 


Y , OV 

x=/(i55’ 


in  p ^ m 

~rp  ~ Zd  r ’ 


dX  ; 


ÔV 

dy' 


Z = /p 


ÔX 

JI’ 


X,  Y,  Z étant  les  projections  de  la  résultante  sur  les  trois  axes. 

V est  une  fonction  essentiellement  positive  qui  devient  nulle  à 
l’infini.  Elle  est  uniforme  et  finie  partout,  sauf  aux  points  attirants. 
On  peut  d’ailleurs  prendre  p = 1 et/=  1 en  changeant  l’unité  de 
temps;  alors 


(7') 
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Enfin  cette  fonction  V vérifie  l’équation  AV  = oen  dehors  des 
masses  attirantes. 

2°  Masses  continues.  — Nous  nous  occuperons  d’abord  des 
volumes  et,  plus  loin,  des  surfaces  et  des  lignes  attirantes,  et  nous 
les  supposerons  finis  et  limités. 

La  densité  p est  une  fonction  des  coordonnées  a,  6,  c d’un  élé- 
ment dm  du  volume.  Elle  peut  être  discontinue,  et  d’ailleurs  la 

Fig.  4. 

P /xi/ Z.) 


surface  qui  limite  le  corps  sera  toujours  une  surface  de  disconti- 
nuité pour  la  densité  (fig.  4)- 
Le  potentiel  devient  ici 

(6')  V=2jy  , r = \j{x  — a)*+(jr  — b)*-{-(z  — c)*, 

dm  = p dr  ==  p da  db  de  étant  la  masse  de  l’élément  de  volume. 
L’intégration  est  faite  par  rapport  à a,  b , c,  et  le  résultat  V est 
une  fonction  de  a?,  y,  z. 

Les  composantes  suivant  les  axes  de  l’attraction  sur  P (a?,  y , z ) 
seront 

àV  àV  àXt 
dx  ’ dy  ’ àz 

6.  Étude  de  la  fonction  V ou  potentiel.  — i°  V est  fini  et  con- 
tinu dans  tout  l’espace,  extérieur  ou  intérieur  aux  masses  atti- 
rantes. A l’infini,  V devient  nul. 

Soit,  en  effet,  O un  point  du  corps  attirant;  supposons  le  point 
attiré  P situé  très  loin  du  corps  attirant  et  par  conséquent  de  O. 
Appelons  R la  distance  OP  et  développons  V suivant  les  puissances 
croissantes  de  on  a 


(8) 
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Les  coefficients  A,,  A2,  ...  dépendent  de  la  direction  dans  laquelle 

M 

P s’éloigne  indéfiniment.  Alors  V tend  vers  zéro  comme  ^ 
quand  R augmente  indéfiniment,  c’est-à-dire  lim  VR  = M. 

Si  le  point  O est  au  centre  de  gravité  G,  alors  Ai  = o,  et 

VR  — M est,  pour  R très  grand,  de  l’ordre  de 


2°  Les  dérivées  premières  sont  finies  et  continues  dans 

r ôx 

tout  l’espace.  A l’infini  elles  sont  nulles,  de  l’ordre  de  — • 


3°  Les  dérivées  secondes  et  en  particulier 


d%\ 


d2V 


sont 


(P  V 

dx 2 ’•  dy%  9 dz%  1 

partout  finies;  mais  elles  sont  discontinues.  Chaque  fois  que  P 
passe  par  une  surface  de  discontinuité  Si  de  la  densité  p,  les  déri- 
vées secondes  subissent  également  une  discontinuité  ( fig . 5).  Il 


Fig.  5. 


en  est  ainsi  en  particulier  quand  P traverse  la  surface  S du  corps 
attirant.  On  a,  en  effet,  à l’intérieur 

(9)  AV  = — 4*p, 

p étant  la  densité  au  point  æ,  y,  z,  et  à l’extérieur 
AV  m o. 

Si  donc  p est  discontinue,  l’une  au  moins  des  dérivées  secondes 
l’est  aussi. 

Ces  propriétés  sont  fondamentales  et  caractéristiques.  Si  une 
fonction  les  possède,  c’est  un  potentiel. 


7.  Théorème  de  Gauss.  — Soient  une  masse  attirante  de 
potentiel  V,  et  S une  surface  fermée  quelconque;  cherchons 
l’intégrale  du  second  membre  de  la  formule  de  Green,  écrite  sous 


APPELt,  — IV. 
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la  forme  (4) 


X 


U AV  d- 


dU  dV 
àx  àx 


dU  dW 
ày  ày 


àV  à\ 
dz  dz 


Faisons  U = i et  appliquons-la  au  volume  T limité  par  la  sur- 


Fig.  6. 


M 


face  S ( fig.  6)  ; on  ; 


f AV  do  = f g-  do, 
JT  J*  dn 


et  puisque  dans  tout  l’espace  AV  == — on  a 


M'  étant  la  quantité  de  masse  attirante  contenue  à l’intérieur  de  S. 

De  ce  résultat,  on  peut  déduire  que  le  potentiel  ne  peut  avoir, 
en  dehors  des  masses  attirantes , ni  maximum  ni  minimum. 

En  un  point  P0  par  exemple,  extérieur  à M,  il  ne  peut  pas  y 
avoir  de  minimum.  En  effet,  s’il  y avait  minimum,  le  potentiel 
augmenterait  quand  on  s’éloignerait  de  P0  dans  une  direction 
quelconque.  Entourons  P0  d’une  petite  sphère  ayant  son  centre 
en  P0  et  appliquons  à cette  sphère,  de  rayon  assez  petit  pour 
qu’elle  ne  contienne  pas  de  masses  attirantes,  le  théorème  de 
Gauss;  on  a 


x 


ds  = o, 


rfV  _ dV 
dn  dr  1 


r étant  la  distance  du  point  M de  la  petite  sphère  à P0.  On  peut 
prendre  r assez  petit  pour  qu’en  tous  les  points  de  la  sphère 

^ soit  positif,  si  le  potentiel  augmente  par  hypothèse  à partir 
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de  P0.  Dans  ce  cas,  tous  les  éléments  de  l’intégrale  seraient 
positifs  et  l’intégrale  ne  pourrait  pas  être  nulle.  On  montrerait  de 
même  qu’il  ne  peut  pas  exister  de  maximum. 

Il  ne  peut  pas  non  plus  y avoir  de  minimum  à V intérieur 
des  masses  attirantes , mais  il  peut  y avoir  un  maximum.  En 

effet,  procédons  de  même,  ~ serait  encore  positif  pour  tous  les 


points  de  la  petite  sphère  et  l’intégrale  positive;  or,  le  théorème 
de  Gauss 


i 


dn  = — 4 rcM' 


exige,  au  contraire,  que  cette  intégrale  soit  négative. 

Sur  une  surface  fermée  ne  comprenant  pas  de  masses  atti- 
rantes, le  potentiel  V sera  compris  entre  deux  limites  g et  h 
telles  que 

A l’intérieur  de  cette  surface,  V sera  aussi  compris  entre  g et  h\ 
autrement,  en  un  certain  point  de  T,  le  potentiel  V passerait  par 
un  maximum  ou  par  minimum.  En  particulier,  si  g— h,  V est 
constant  sur  la  surface  et  par  conséquent  à l’intérieur.  On  peut 
démontrer  directement  cette  dernière  proposition.  Ecrivons  la 

formule  de  Green  relative  au  champ  de  vecteurs  > U ^ > U ^ j 

r ax  ay  az 

/—/[(SM? 


Soit  V = C la  valeur  constante  du  potentiel  sur  S.  Considérons  la 
fonction  U ==  V — C et  appliquons-lui  la  formule  de  Green.  On 
a AU  = AV  = o puisqu’il  n’j  a pas  de  masse  attirante  dans  T. 

De  plus , J*  U dcr  = o puisque  U est  constamment  nulle  sur  la 

surface.  Il  reste 


IM) 


les  dérivées  partielles  de  U sont  donc  nulles  en  tous  les  points  de  T. 
Ainsi  U est  une  constante  et,  comme  U est  nul  à la  surface,  U est 
nul  dans  tout  le  domaine.  Donc  V = G à l’intérieur  de  T. 
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On  appelle  fonction  harmonique  dans  un  domaine  S une 
fonction  uniforme,  finie  et  continue  dans  ce  domaine,  possédant 
les  dérivées  nécessaires  et  satisfaisant  à l’équation  AV  = o dans  ce 
domaine.  One  fonction  harmonique  constante  sur  une  surface  est 
constante  à l’intérieur. 

Considérons  maintenant  une  surface  ci  V intérieur  de  laquelle 
sont  les  masses  attirantes.  Sur  S,  le  potentiel  est  compris  entre 
deux  limites  g et  h.  Le  potentiel  ne  pourra  pas  prendre  à l’exté- 
rieur de  valeurs  supérieures  à h4  car  à l’infini  V tend  vers  zéro, 
et  si  quelque  part  il  devenait  plus  grand  que  A,  il  y aurait  en  un 
certain  point  un  maximum  de  V,  ce  qui  est  impossible. 

Supposons  g = h = C.  Sur  la  surface  V = C et  à l’extérieur, 
onaV<(  C. 

Enfin  si  V ==  o sur  la  surface,  il  est  nul  partout  à l’extérieur 
de  S.  On  peut  donner  une  démonstration  directe  de  ce  dernier 


Considérons  une  sphère  2 de  très  grand  rayon  R comprenant  S 


point. 


Fig.  7. 


à son  intérieur,  et  appliquons  le  théorème  de  Green  au  volume 
compris  entre  S et  2 ( fi  g . 7), 


AV  = o dans  cet  espace;  de  plus,  V est  nul  sur  S.  Le  premier  et 
le  dernier  terme  sont  nuis.  L’intégrale  relative  à la  sphère  tend 
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vers  zéro  quand  R est  très  grand,  car  sur  la  sphère 


dV  _ c/V  M ç/V  _ _ M 

cln  ~ c/R’  ~ R h ’’  c/R  “ R2 


c/a  = R-  c/co, 


en  appelant  c/oo  un  élément  superficiel  de  la  sphère  concentrique 
de  rayon  i . 

L’intégrale  qui  est  relative  à la  sphère  1 devient  (K  étant  fini) 


x- 


M M 

R fPR-rfw=- 


rXK 


c/oj. 


Elle  tend  bien  vers  zéro  quand  R augmente  indéfiniment;  il  reste 

d’où  il  suit  que  V est  constant  dans  tout  l’espace  extérieur  à S,  et 
comme  il  est  nul  à l’infini,  il  est  nul  partout. 

8.  Formule  de  Poincaré.  — Etant  données  deux  fonctions  V 
et  V4  qui  possèdent  les  propriétés  d’un  potentiel,  la  première  par 
rapport  à un  corps  T limité  par  une  surface  S et  de  densité  p,  la 


Fig.  8. 


seconde  par  rapport  à un  corps  T0  S*,  pt  ( fig . 8),  on  aura,  pour 
l’espace  entier, 


(n)  /V, 


AV  du 


/( 


d\ i JV 

dx  dx 


dVi  dV 

ty 


àVi  àV\ 
dz  dz  ) 


dx  — o. 


Pour  le  démontrer,  prenons  un  point  O comme  centre  et  décri- 
vons une  sphère  de  grand  rayon  1 comprenant  T et  T,  dans  son 
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intérieur.  La  formule  de  Green  appliquée  au  volume  T'  compris 
entre  S et  2 donne 


L 


Vi  AV  dx  - 


= f da 


dn 


m 

s. 


dVi  dW 
dx 


Wi  ÔW 
à y à y 


dVy  dY 
dz 


■>T\ 

dz  ] 


dx 


v <*Y  , 

Vi  -T—  da. 
drii 


La  normale  extérieure  au  volume  T'  est  la  normale  intérieure  à T ; 
c est  pour  cela  que  nous  écrivons 

Etudions  l’intégrale  du  second  membre,  relative  à 2,  quand  le 

rayon  R de  la  sphère  grandit  indéfiniment.  V1  est  de  l’ordre  de 
d\  dY  i 

— = est  de  l’ordre  de  enfin  du  — R2  oL),  désignant 
l’élément  de  surface  correspondant  à du  sur  la  sphère  de  rajon  i. 
On  reconnaît  que  l’intégrale  est  de  l’ordre  de  -j-  et  tend  vers  zéro 
quand  R augmente  indéfiniment. 

Appliquons  maintenant  la  formule  de  Green  à la  surface  S et 
au  volume  T : 


àVi  dY 
dx 


dYx  dY 
dy  dy 


dVx  <*v\  ^ Cv  dY  J 

iràï)‘*t=lVl*r.da- 


Ajoutons  les  deux  équations;  il  vient,  pour  l’espace  entier, 


/v.*v*+/(££- 


àVi  dV 
dy  dy 


d\j  àV\ 
dz  dz  J 


dx  : 


dV 


car  -7—  = — en  tout  point  de  S. 

cljii  clne 

Cette  relation  peut  s’écrire,  en  étendant  l’intégrale  à tout 


l’espace, 

(I2)  - -4«/vlP*+/(^ 


d_Y 

dx 


d_Vx  dY 
dy  dy 


dYx  dV 
dz 


dY\  s 

5J  )dx  = °- 


i°  Cette  formule  nous  permet  de  démontrer  que  les  propriétés 
reconnues  du  potentiel  sont  caractéristiques . 

Soit,  en  effet,  une  masse  attirante  de  potentiel  U,  et  soit  U'  une 
autre  fonction  possédant  les  propriétés  analytiques  de  U.  Je 
pose  V = U — U';  cette  nouvelle  fonction  V possède  également 
les  propriétés  du  potentiel.  Elle  est  continue  et  finie,  elle  admet 
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des  dérivées  premières  continues,  ses  dérivées  secondes  sont 
discontinues  et  AV  — o dans  tout  l’espace. 

Appliquons  la  formule  de  Poincaré  en  faisant  d’abord  V<  = V 
et  en  prenant  pour  V la  valeur  U — U';  on  a 

(,3)  /v  AV  * +/[(g)V  (g)V  (g)2]  * = », 

les  intégrales  étant  étendues  à tout  l’espace.  Or  AV  est  nul 
partout,  la  seconde  intégrale  est  donc  aussi  identiquement  nulle 

partout,  ce  qui  exige  — — = — = o,  c est-a-dire  V constant 

et,  comme  V est  nul  à l’infini,  V est  nul  dans  tout  l’espace  et  U' 
est  identique  à IJ. 

2°  En  permutant  V et  V(  dans  la  formule  de  Poincaré,  il  vient, 
en  retranchant  les  deux  équations  ainsi  obtenues, 

(14)  / (Vi  AV  — V AVi)  clx  — o ou  ^"(oV ! — pi  V)  dx  = o. 

Mais  p est  nul  partout  à l’extérieur  de  T,  et  p,  nul  partout  à 
l’extérieur  de  T<  ; on  peut  donc  écrire  la  formule  précédente 

(15)  jf.pVi  d-  =üjT  piV  ch. 

Nous  utiliserons  ce  résultat  dans  l’étude  de  l’énergie  potentielle 
d’un  corps  attirant. 

9.  Forme  des  surfaces  équipotentielles.  — Si  l’on  fait  V = C, 
on  obtient  certaines  surfaces  dites  équipotentielles . La  force  est, 
en  chaque  point,  normale  à la  surface  equipotentielle  qui  passe 
par  ce  point  et  elle  est  dirigée  du  côté  des  potentiels  croissants. 
Ges  surfaces  peuvent  se  classer  en  trois  espèces  : 

i°  Si  G est  très  petit,  l’équation  d’une  surface  équipotentielle 
peut  se  mettre  sous  la  forme  ^ -f-  ^ =G,  en  appelant  R la  dis- 
tance à un  point  intérieur  du  volume  attirant.  Pour  R très  grand, 
cette  surface  est  voisine  d’une  sphère  de  centre  O.  Il  y a donc  des 
surfaces  équipotentielles  fermées  entièrement  extérieures  aux 
masses  attirantes  et  les  enveloppant. 
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2°  Il  j a en  général  un  maximum  à l’intérieur  des  masses  atti- 
rantes. Pour  une  valeur  de  G assez  voisine  de  ce  maximum,  on 
obtient  des  surfaces  complètement  intérieures  au  corps  attirant. 

3°  Enfin,  pour  des  valeurs  intermédiaires,  on  pourra  trouver 
des  surfaces  équipotentielles  situées  en  partie  à l’intérieur)  en 
partie  à l’extérieur  du  corps  attirant. 


10.  Potentiel  de  quelques  corps  attirants.  — i°  Sphère  homo- 
gène. — Soient  a son  rayon  et  p sa  densité.  Pour  le  potentiel 
extérieur,  on  a immédiatement 


(ï6) 


r > a, 


v _ M _ 4 x a*  P 
~ R = 3 * 


Pour  obtenir  le  potentiel  intérieur,  décomposons  la  sphère  en 
deux  parties  dont  l’une  est  la  sphère  de  rayon  r,  sur  laquelle  se 
trouve  le  point  considéré.  L’altraction  sur  P de  la  couche  exté- 
rieure est  nulle.  L’attraction  de  la  sphère  de  rayon  r est  la  même 
que  si  toute  la  masse  était  concentrée  au  centre 


(i7) 


r < a, 


Le  travail  de  l’attraction  pour  un  déplacement  élémentaire 
de  P est 


F dr  = — ^ xf  p r dr  = / d\ , 


Y — ^ xpr--+-  C. 


Pour  déterminer  la  constante  C,  on  peut  écrire  que  les  deux 
valeurs  du  potentiel  extérieur  et  intérieur  deviennent  égales  sur  la 
surface.  Pour  r — a,  on  a donc 


(18)  ^7C(22p= — G — 2 :m2p,  Y 


: 2 ^ a-  p — - x r-p. 


On  peut  faire  un  certain  nombre  de  remarques  sur  ce  cas  parti- 
culier : 

a.  Il  n’y  a pas  de  surfaces  équipotentielles  de  la  troisième  caté- 
gorie ; 

b.  V est  maximum  au  centre  où  sa  valeur  est  2tt  a2p; 

c.  La  surface  libre  est  une  surface  équipotentielle. 

Nous  voyons  sur  cet  exemple  que  l’expression  analytique  du 
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potentiel  n’est  pas  la  même  à l’intérieur  et  à l’extérieur  de  la 
sphère.  Ces  deux  expressions  ne  sont  pas  le  prolongement  analy- 
tique l’une  de  l’autre. 


2°  Ellipsoïde  homogène.  — L’attraction  des  ellipsoïdes  a fait 
l’objet  de  très  nombreux  travaux.  Lejeune-Dirichlet,  en  exposant 
sa  méthode  dans  le  Tome  32  du  Journal  de  Crelle , résume  tout 
ce  qui  a été  fait  sur  la  question.  C’est  une  méthode  de  vérification. 
On  écrit  une  certaine  expression  analytique  pour  l’intérieur  et 
pour  l’extérieur,  et  l’on  montre  que  ces  fonctions  jouissent  des 
propriétés  caractéristiques  du  potentiel,  qu’elles  sont  bien  le 
potentiel. 

Soient  un  ellipsoïde  à trois  axes  inégaux,  X,  Y,  Z les  coordon- 
nées d’un  point  de  la  surface,  et  x,  y,  z celles  d’un  point  exté- 
rieur P ; on  aura 


X“ 


Y2 


Z" 

— — 1 = 0 


r 

b 2 ' 


(19) 


Considérons  maintenant  l’équation  suivante  : 


a2 -h  u 


y- 

b^  -f-  u 


Le  premier  membre  est  positif  pour  u — o,  décroît  constamment 
quand  u augmente,  et  devient  égal  à — 1 pour  u infini.  L’équation 
admet  donc  une  et  une  seule  racine  positive.  Soit  u cette  racine; 
le  potentiel  à l’extérieur  a pour  expression 


(90)  V = Tzcibco  j* ^ ^1 

où  l’on  pose 


X- 

a2+  X 


y2  z 2 \ dX 

b'1  H-  X.  c2-hX/y/ç(X) 


(21)  9(X)  = K+X)(ô2+X)(c2+X); 

u dépend  de  x , y,  z.  Ainsi  V dépend  de  x , y,  z de  deux  façons  : 
par  la  quantité  sous  le  signe  somme , et  par  la  limite  inférieure  de 
l’intégrale. 

Pour  un  point  intérieur  x , y,  z)  on  aura 


(22) 


X 2 

a2 -h  X 


y2  22  \ dX 

62-t- X C--+-XJ  y/o(X) 
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Sur  la  surface,  la  racine  u est  nulle.  Les  deux  fonctions  considérées 
se  raccordent  donc  sur  la  surface. 

Ces  fonctions  V ont  bien  les  propriétés  du  potentiel.  En  effet  : 

i°  Ces  fonctions  sont  finies  et  continues . Si  P s’éloigne  indé- 
finiment de  façon  que  OP  tende  vers  une  direction  fixe  a,  (3,  y, 
V tend  vers  zéro  comme  En  effet,  posons 

x ==  a R . y=  ^R,  z — yR,  u = ÆR2. 

L’équation  de  condition  deviendra 


a2  R2 


ft2R2 


T2  R2 


«2+  *R2  62+ *R2  c2+/fR2 

Cette  équation  a une  racine  positive  en  k,  dès  que  P est  extérieur 
à l’ellipsoïde.  Si  R augmente  indéfiniment,  cette  expression  devient 


a-2  p-  y- 

X + X + X — 1 ~ °’ 


d’où 


Ainsi,  quand  R augmente  indéfiniment,  la  limite  de  ~ est  i, 
u devient  infini  comme  R2,  et  l’intégrale  devient  nulle  de  l’ordre 

2°  Les  dérivées  premières  sont  continues , et  AV  = — 4^p 
dans  tout  V espace,  p étant  nul  à l’extérieur  de  l’ellipsoïde. 
La  vérification  se  fait  par  un  calcul  qu’on  trouvera  dans  le  Tome  III 
de  ce  Traité,  n°  602,  Chapitre  XXIX. 


S urfaces  équipotentielles  de  l’ellipsoïde  homogène.  — Posons 

=r 


r 


d\ 


d\ 

d\ 


7=y  G = / 

<P  OC)  Jo 


dl 


h (a2+X)v/  <p(X)  Jo  (&2+X)v/cp(X) 

Le  potentiel  à l’intérieur  s’écrira 

(23)  Y =•  xabcp(K  — Ax- — BjK2-f-Cs2). 


o (c2-+-X)  y/?(X) 


Il  est  maximum  au  centre  et  égal  à 7r abcp  R. 
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Les  surfaces  équipotentielles  sont  données  par  l’équation 

(24)  K — A#2 — By- — G z^=h  ou  A#2  h-  Bj2  _|_  C.22  = K — A = p; 

tant  que  la  valeur  de  h est  suffisamment  voisine  de  K,  l’ellipsoïde 
ainsi  défini  reste  à l’intérieur  de  l’ellipsoïde  attirant,  et  les  sur- 
faces équipotentielles  sont  des  ellipsoïdes  homothétiques  et  con- 
centriques. 

Comparons  ces  surfaces  à l’ellipsoïde  attirant  en  supposant 
c <C  b < a ] on  a 

— î — < _ — î — < — î — 

a 2 h-  X b-  + X c-  4-  X 

pour  toutes  les  valeurs  de  1.  On  a donc,  entre  les  intégrales  A,  B,  C, 
les  relations 

A < B < C. 


Écrivons  l’ellipsoïde  de  potentiel  constant;  on  a 


x'1 

a!'1 


?! 

b 


z- 

4-  -7-  — I ==  O. 
c 2 


c'  < 6'  < a ; 


ainsi,  les  ellipsoïdes  sont  allongés  dans  le  même  sens  que  l’ellip- 
soïde attirant. 

Fig*  9- 


Mais  leur  excentricité  est  moindre,  ils  sont  moins  aplatis.  En 
effet,  formons  la  combinaison 


Ao! — Bè*==  [m(-± ' »)*L. 

JQ  \ a2 H-  X b~-+-  X/  y/<p(X) 

/ 7 n \ rn  x d\ 

— (ci2 — b2)  I — — • 

J0  (a24-X)(624-X)  v/?(X) 


Cette  expression  est  positive;  on  a donc  bien 
A a2 — Bè2>  o,  jy,  < 


abc 
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Supposons  que  l’ellipsoïde  de  niveau  grandisse  en  restant  homo- 
thétique, c’est-à-dire  que  la  constante  h partant  de  la  valeur  maxi- 
mum K diminue.  Au  moment  où  les  deux  ellipsoïdes  deviennent 
tangents,  on  a ( fig . 9) 


v/1 


: C = C, 


h = K — 1 


: K Ce2 


a’  U 


Donc  l’ellipsoïde  de  niveau,  d’abord  constamment  intérieur  au 
volume  attirant,  lui  devient  tangent  aux  deux  extrémités  du  petit 
axe  c au  moment  où  c = c,  mais  reste  entièrement  à son  intérieur. 

Faisons  décroître  encore  h.  La  surface  équipotentielle  se  com- 
pose alors  de  deux  portions  de  surface  : une  portion  d’ellipsoïde 
à l’intérieur,  et  une  autre  surface  à l’extérieur  {fig.  10).  Mais,  le 


long  de  la  courbe  d’intersection  de  l’ellipsoïde  attirant  et  de  la  sur- 
face de  niveau,  les  surfaces  extérieures  et  intérieures  se  rac- 
cordent, car  elles  ont  même  plan  tangent.  Les  éléments  de  cour- 
bure, au  contraire,  sont  discontinus,  car  ils  dépendent  des  dérivées 
secondes. 

Au  moment  où  b 1 — b,  on  a encore  — «<  1 . La  surface  de  niveau 


Fig.  11. 


Fig.  12. 


est  tangente  à l’ellipsoïde  attirant  aux  extrémités  de  l’axe  moyen. 
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L’intersection  se  compose  de  deux  courbes  planes.  L’ellipsoïde 
défini  par  l’équation  n’est  une  surface  de  niveau  que  pour  ceux  de 
ses  points  qui  sont  intérieurs  au  volume  attirant  (fig.  i i et  12). 

Enfin,  si  a'  = «,  l’ellipsoïde  en  question  est  bitangent  aux 
extrémités  du  grand  axe  à l’ellipsoïde  attirant.  Tous  ses  points 
sont  donc  extérieurs  au  volume  attirant.  Ce  n’est  plus  une  surface 
équipotentielle. 

Ainsi,  à la  surface  de  l'ellipsoïde;,  le  potentiel  est  maximum  au 
sommet  du  petit  axe  et  minimum  au  sommet  du  grand  axe. 

3°  Ellipsoïde  de  révolution.  — Les  formules  se  simplifient 
beaucoup.  Supposons,  par  exemple,  cl — b,  ellipsoïde  de  révo- 
lution aplati  autour  de  G 3.  Le  potentiel  intérieur  est 


(25) 


+ 

a~  -h  X 


_£*_\  d\ 

c2-t-  *8/  (a2 -+-  X)  \/c2  -j-  X * 


Les  intégrales  ne  sont  plus  elliptiques  et  l’intégration  se  fait  par 
les  méthodes  élémentaires.  On  trouvera  leurs  expressions,  pour 
l’ellipsoïde  aplati,  dans  le  Tome  III,  n°  603. 


11.  Énergie  potentielle  d’un  système  de  corps  attirants.  — 
i°  Soit  d’abord  un  système  de  masses  attirantes  isolées.  Appe- 
lons m 1,  ra2,  mn  m *,  ...  ces  masses,  et  rlk  la  distance 

des  points  mi  et  on  a r-,k  — r*/.  Désignons  par  F/*  Faction 
mutuelle  de  m,  et  mk,  ou  la  force  avec  laquelle  ces  points  agissent 
l’un  sur  l’autre  ; on  a 


Cherchons  la  somme  des  travaux  élémentaires  de  ces  forces  pour 
un  déplacement  infiniment  petit  du  système.  Le  travail  de  l’action 
mutuelle  du  couple  de  points  t de  l’ensemble  de  ces  actions 

mutuelles  est 


F ik  drn 


= _f,n1m±drat  ^ = 

rik  ^ m 


drik. 


C’est  une  différentielle  totale,  comme  il  arrive  toujours  dans  le  cas 
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de  forces  centrales  fonctions  de  la  distance.  Nous  posons 


(26)  2%e  = fdW, 

Cette  fonction  W s’appelle  énergie  potentielle  du  système. 

La  signification  .physique  de  W est  simple.  Si  les  points  passent 
d’une  configuration  initiale  mj,  ni®,  . . . , m ■*,  m®.,  ...  à la  position 
actuelle  envisagée,  où  l’énergie  potentielle  est  W,  le  travail  total 
des  forces  d’attraction  pour  passer  de  la  configuration  initiale, 
dont  l’énergie  potentielle  est  W0,  à la  configuration  actuelle,  est 

(27)  fz*e=A  w-w„). 

Si  maintenant  on  considère  une  configuration  initiale,  telle  que 
les  distances  des  points  mK , m2,  . . . , mp , pris  deux  à deux,  soient 
toutes  infiniment  grandes,  W0  est  nul  et  W représente  le  travail 
total  des  forces,  quand  les  masses  arrivent  à la  configuration 
actuelle  à partir  d’une  position  où  elles  n’exerçaient  aucune  action 
les  unes  sur  les  autres. 

Nous  allons  transformer  cette  expression  de  W.  On  obtiendrait 
cette  transformation  en  remarquant  que  W est  une  forme  quadra- 
tique par  rapport  aux  masses,  et  en  appliquant  le  théorème  des 
fonctions  homogènes 

, < 2 f{x,  y,  z,  . . .)  = ocf^yf'y-r-zfL^r-.-. 

Ecrivons 


W 


1 / mt 
-mil  — - ■ 

2 \r  12 


m 3 
r 13 


ms 

r%z 


1 / JUi 

- m.y  ( — 

2 - V 7 -il 

1 / m ] m, 

- m» 1 - 

a \>>i  rp  2 


r-ipl 


' 2 p 

nip- 

rp[p— J) 


nous  avons  bien  l’expression  de  W déjà  donnée,  car 


1 m2  1 ni\ 

- nti  — r H nu  — 

2 r,2  2 ~ r2 1 


ni\  m2 
r 12 


Soient  U,  le  potentiel  en  m,  dû  aux  masses  attirantes  autres  que  1 
U2  le  potentiel  en  m2  dû  aux  masses  attirantes  autres  que  . 
on  a 


(28) 


U nu  m 3 nip 

ri2  ri3  r 1 p 

VV  = - ( mv  U-i  H-  nu  U2  4- . . . -f-  mp 
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2°  Système  continu  de  masses  attirantes.  — Soient  T Je 
volume  d’un  corps  attirant  et  p la  densité  variable  en  chaque  point 
de  ce  corps  attirant.  Considérons  un  élément  infiniment  petit  dz 
de  ce  volume;  en  ce  point,  la  densité  est  p et  l’élément  de  masse 
dm  = p dz.  Désignons  par  V la  valeur  du  potentiel  en  M,  centre 
de  gravité  de  l’élément  dz.  Ce  potentiel  diffère  infiniment  peu  du 
potentiel  enM  dû  au  corps  dont  on  aurait  retiré  l’élément  dm.  On 
a donc  pour  l’énergie  totale 


09) 


W = - f V dm  — - f 0 V clx, 

^ *'x  2 «y  T 


l’intégrale  étant  étendue  au  volume  attirant.  On  peut  dire  aussi 
que  l’intégrale  est  étendue  à tout  l’espace,  puisque  la  densité  est 
nulle  en  dehors  du  corps. 

On  a également  en  tout  point  de  l’espace,  même  en  dehors  du 
corps, 

(3o)  AV  = — 4 Tcp?  W = — ~ (\k\dx) 

O 7t  J 

mais  on  a,  d’après  (i3), 


<*>■ 


Ici,  l’intégrale  est  étendue  à tout  l’espace.  Les  dérivées  pre- 
mières de  V sont,  à un  facteur  près,  les  projections  de  la  force 
attirante  qui  existe  dans  tout  l’espace. 

On  peut  d’ailleurs  écrire,  en  introduisant  cette  force, 


<îa>  MïMë )2+(£)2’  w = ^/Fî 


dz. 


Calculons,  par  exemple,  l’énergie  potentielle  d’une  sphère  atti- 
rante de  rayon  a;  nous  mettrons  en  évidence  les  dimensions  de 
l’énergie.  On  a 

W = - p ( V dz,  V = 2 je  a2  p — ^ Tzr~o. 

2 V 3 


Puisque  V ne  dépend  que  de  r,  on  peut  prendre  pour  élément  de 
volume  le  volume  compris  entre  deux  sphères  concentriques  de 
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rayons  /*  et  r -f-  dr  ayant  même  centre  que  la  sphère  considérée 


ch  = 4 ^ r2  dr, 


W = 4 je2 


a 

ci 2 r2  c/r  — 


16  , , 

— 7c-  p-a°. 


Ainsi  l’énergie  est  de  dimension  îî  par  rapport  à la  densité,  de 
dimension  5 par  rapport  aux  longueurs. 

On  peut  aussi  calculer  W en  partant  de  l’expression  en  fonction 
de  la  force  F.  Il  faut  alors  décomposer  l’intégration  en  deux,  car  F 
n’a  pas  la  même  expression  analytique  à l’intérieur  et  à l’extérieur 
de  la  sphère 

r 4 4 «3 

Fi=  Fe=jxp-. 

Le  calcul  de  W peut  aussi  se  faire  dans  le  cas  d’un  ellipsoïde 
homogène  pour  un  point  intérieur 

-G^)f 

x~  ch  — B J" y-  d'i  — C 

Le  coefficient  de  K,  c’est  le  volume  de  l’ellipsoïde  ; les  coefficients 
de  A,  B,  C sont  les  moments  d’inertie  de  l’ellipsoïde  supposé  de 
densité  i par  rapport  aux  trois  plans  de  coordonnées. 


/*'*]• 


V = jr  abc  p ( K — À x- ■ — B y'1  — 

(33HW|>/V* 

= izp^abc  J' ch  — A J ' 


Energie  relative  de  deux  corps  différents , ou  encore  Energie 
mutuelle  ou  Energie  potentielle  réciproque.  — Considérons 
deux  corps  T1  et  T2,  à l’intérieur  desquels  la  densité  est  respecti- 
vement p,  et  p2.  Cherchons  l’énergie  totale  de  ce  système. 

Soient  V { le  potentiel  dû  au  corps  Ti  et  V2  le  potentiel  dû  au 
corps  T2.  Le  potentiel  total  en  un  point  quelconque  sera 

V = Vi-h  v2 

et  l’énergie  totale 


W 


pY  ch 


(34) 


= lf 

2 A... .. 

= PiV4  dx  + l ff\,  dx  + jTpiV, 


ch  - 


H- 


Yx  ch, 


W = Wi+  W2+  W12. 
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W|  est  l’énergie  potentielle  du  corps  T1  considéré  isolément, 
W2  celle  de  T2  ; W)2  désigne  le  groupe  des  deux  dernières  inté- 
grales que  nous  appellerons  V énergie  relative  des  deux  corps. 
C’est  la  partie  de  l’énergie  totale  du  système  que  l’on  obtient  en 
associant  un  élément  m,  de  T,  avec  un  élément  /??*  de  T2,  c’est- 
à-dire,  symboliquement, 

\ _ y mtmk 

2 ^ Hk 

Or,  on  a vu  (p.  23)  que 


(35)  . f ?{\,  ch  = f p 2 V i dt , 

J Tj  J X2 

d’où 

(36)  W«=  f f p 2 V i.  d~ . 

« Jr£l  i/J 


Le  calcul  de  l’énergie  relative  de  deux  sphères  homogènes  exté- 
rieures l’une  à l’autre  est  très  simple.  En  appelant  O,  et  02  les 
centres,  M*  et  M2  les  masses  des  deux  sphères,  on  obtient 


Wj2  = 


M,  M, 
Oa  02  ‘ 


Cela  provient  de  ce  que  la  sphère,  au  point  de  vue  de  son  attrac- 
tion, peut  être  remplacée  par  une  masse  égale  placée  en  son  centre. 

Le  calcul  de  l’énergie  relative  de  deux  ellipsoïdes  homogènes  a 
été  fait  par  Laguerre  ( Œuvres , t.  I,  p.  4^5;  ou  Comptes  rendus 
de  V Académie  des  Sciences , t.  CÏI,  1886).  Les  résultats  seuls 
sont  donnés;  Laguerre  recourt  aux  imaginaires  par  une  méthode 
assez  obscure.  Cette  méthode  demanderait  à être  éclaircie  par  de 
nouvelles  recherches. 

12.  Problèmes  de  maximum.  — Nous  avons  étudié  l’attraction, 
le  potentiel  et  l’énergie  d’une  masse  attirante;  à ces  trois  objets  se 
rattachent  trois  problèmes  de  maximum,  dont  nous  allons  étudier 
les  solutions. 

i°  Solide  de  plus  grande  attraction.  — Etant  donnée  une 
masse  homogène  de  densité  p et  de  volume  T,  et  un  point  P, 


APPELL.  — IV. 
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comment  faut-il  disposer  cette  masse,  quelle  forme  lui  donner  et 
où  la  mettre  pour  que  l’attraction  sur  P soit  maximum? 

a.  P doit  être  sur  la  surface,  car,  s’il  était  à l’extérieur,  en  rap- 
prochant la  masse  on  augmenterait  l’attraction;  s’il  était  à l’in- 
térieur, on  augmenterait  encore  l’attraction  en  reportant  dans  la 
direction  de  la  résultante  la  partie  de  la  masse  située  à l’opposé 
par  rapport  à P. 

b.  Quelle  doit  être  la  forme  de  cette  surface?  Voici  un  raison- 
nement de  Joseph  Bertrand  basé  sur  l’intuition,  mais  peu  rigou- 
reux ( Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral , t.  II).  Tisserand 
a donné  une  solution  rigoureuse  dans  sa  Mécanique  céleste , t.  II. 


Soit  donc  un  point  P sur  la  surface  du  solide  de  plus  grande 

Fig.  1 3. 

P 


attraction.  Soit  P#  la  résultante  générale  de  l’attraction  de  tous 
les  éléments  sur  P (/££•.  i3). 

Soit  M un  élément  de  masse  m de  la  surface.  L’attraction  de  M 
sur  P et  la  projection  de  cette  force  sur  P#  sont 


F =-/ 


m fi. 


T-  J'  m H-  A 

Fx.  = — / — p cos  0. 


Soient  maintenant  M'un  autre  élément  de  la  surface  et  m sa  masse, 
égale  à la  première,  r'  et  9'  la  distance  PM’  et  l’angle  M'P.r;  on  a 
de  même 


Ces  deux  composantes  doivent  être  égales,  car  si  F^>*  F*1  j’a«g- 


CHAPITRE  II.  — ATTRACTION  ET  POTENTIEL. 


33 


menterais  l’attraction  en  transportant  la  masse  m de  M en  M'. 
(C’est  ici  que  Je  raisonnement  n’est  pas  rigoureux;  car,  en  trans- 
portant cette  masse  M,  on  change  aussi  la  direction  de  P a?.) 

Ainsi,  pour  qu’on  ne  puisse  pas  augmenter  l’attraction  par  des 
déplacements  de  masses,  il  faut  que  toutes  les  composantes  telles 
que  F#  soient  égales,  c’est-à-dire  qu’il  faut  avoir  sur  la  surface 
libre 

co  s 0 ^ 

r2 

Le  solide  de  plus  grande  attraction  est  donc  limité  par  une  sur- 
face de  révolution  dont  la  méridienne  a pour  équation  la  relation 
ci-dessus.  Pour  obtenir  la  forme  de  la  courbe,  on  peut  faire  K=  i 
et  l’on  a 

r2  ==  cos  0. 

Cette  courbe  est  extérieure  au  cercle  r*  = cosô  et  en  diffère  peu. 


La  direction  de  l’attraction  est  précisément  l’axe  de  révolution 
pour  le  point  A où  l’attraction  est  maximum  {fig-  i4)* 

2°  Maximum  de  potentiel.  — On  se  donne  p,  P et  T ; il  s’agit 
de  disposer  la  masse  attirante  de  telle  sorte  que  le  potentiel  soit 
maximum  en  P.  Or,  on  a 

Si  l’on  diminue  les  distances  r,  V augmente.  P ne  peut  pas  être 
extérieur.  Je  dis  que  P doit  être  à égale  distance  de  tous  les  points 
de  la  surface.  En  effet,  soient  M et  M'  deux  éléments  de  même 
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masse  m situés  sur  la  surface,  r et  r'  étant  leurs  distances  à P 
avec  r < On  augmentera  la  valeur  du  potentiel  en  P en  trans- 
portant la  masse  m située  en  M'  à côté  du  point  M. 

Ainsi  le  potentiel  sera  maximum  quand  on  disposera  la  masse 
attirante  suivant  une  sphère  homogène  de  centre  P.  Si  T et  p sont 
donnés,  on  en  déduit  le  rayon  a de  la  sphère  et  le  potentiel  maxi- 
mum au  moyen  des  formules 

T=|jca8,  Y = ir.  a- o. 

3°  Maxim  um  d'énergie.  — On  se  donne  une  masse  homogène 
de  densité  p,  de  volume  T ; il  faut  disposer  la  masse  de  façon  que 
l’énergie  soit  maximum. 

a . Il  faut  montrer  d’abord  que  l’énergie  est  limitée  supérieu- 
rement. Donnons  au  corps  une  forme  quelconque,  on  a 

w-ï/pv*- 

Considérons  d’autre  part  la  sphère  de  même  volume  T et  de 
rayon  a;  on  a vu  que,  dans  ce  cas,  le  potentiel  a pour  maximum 
celui  de  la  sphère  en  son  centre.  On  a donc  partout 

V ^ 2 n a-  p. 

Dans  l’expression  de  l’énergie,  en  remplaçant  V en  chaque  point 
par  son  maximum  absolu,  on  aura  une  limite  supérieure  de  W : 

\V  < r.a-o2J^ ch,  W < xa2p2  T, 

et,  en  remplaçant  le  volume  T par  sa  valeur  actuelle, 

(37)  \V<|rca5p2. 

Ainsi  l’énergie  potentielle  d’un  corps  quelconque  de  volume  T, 
même,  pour  la  sphère  de  même  volume,  est  inférieure  à cette 
limite. 

L’énergie  est  limitée  supérieurement.  Elle  a un  maximum 
maximorum.  A-t-elle  un  minimum?  Non,  car  en  allongeant  le 
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corps  indéfiniment,  on  peut  diminuer  son  énergie  autant  qu’on  le 
veut. 

b.  H J a un  maximum  maximorum  et  peut-être  des  maxima 
relatifs.  Quelles  sont  les  formes  telles  que  l’énergie  du  corps  passe 
par  un  maximum  ? 

Liapounoff  a démontré  en  toute  rigueur  ( voir  Poincaré,  Figures 
d'équilibre  d'une  masse  fluide,  p.  i5)  que  la  sphère  donne  le 
maximum  absolu  d’énergie.  Mais  on  peut  se  demander  s’il  ne  peut 
pas  exister  d’autres  figures  pour  lesquelles  W passe  par  un  maxi- 
mum relatif,  ou  s’il  n’existe  pas  de  figures  pour  lesquelles  8W 
soit  nul  sans  qu’il  y ait  maximum,  car  <5W  = o est  une  condition 
nécessaire  et  non  suffisante  du  maximum.  Ce  sont  là  des  recher- 
ches intéressantes  à entreprendre.  Il  est  probable,  toutefois,  qu’il 
n’existe  pas  d’autres  figures  que  la  sphère  où  l’énergie  soit 
maximum. 

13.  Attraction  des  surfaces.  Simples  couches.  — Prenons  une 
surface  limitée  S,  fermée  ou  non.  C’est  une  surface  matérielle 
d’épaisseur  infiniment  petite.  Un  élément  de r de  la  surface  aura 
une  masse  dm.  On  appelle  densité  superficielle  p le  rapport 


p.  est  une  fonction  des  coordonnées  a,  b,  c de  du  parfaitement 


Fig. . i 5. 


déterminée  en  chaque  point.  Elle  peut  être  toutefois  discontinue 
quand  du  traverse  certaines  lignes  de  la  surface. 
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Le  potentiel  V est  une  fonction  de  x , y,  z 

' jj.  ch 


y _ ni  _ Ç dm  _ Ç jj.  ch 

~ ^ r ~JS  ~ X r 


V est  fini  et  continu  dans  tout  l’espace,  même  quand  on  traverse 
la  surface.  A l’infini,  V devient  nul  de  l’ordre  de  —•  Mais  les  déri- 
vées sont  discontinues  quand  on  traverse  la  surface.  En  effet, 
désignons  par  ne  et  iii  les  deux  normales  intérieure  et  extérieure 
en  un  point  A de  la  surface;  on  a,  en  prenant  deux  poinls  infi- 
niment voisins  de  part  et  d’autre  de  la  surface  S {fig*  1 5 ) , 


(38) 


dX 

dn, 


dX  _ . 

dn,  ~ 4r,i' 


Mais  le  potentiel  reste  continu,  car  on  a 

(TV 

Vb  = VA -h  -r-  AB,  VC  — V 


dX 

drii 


AC; 


comme  AB  et  AC  sont  infiniment  petits,  VB  et  Cc  diffèrent  infi- 
niment peu  de  VA. 

Considérons,  par  exemple,  une  enveloppe  sphérique  de  densité 
constante.  On  a,  pour  le  potentiel  à l’extérieur  et  à l’intérieur, 


4 st  a2  jj 


Vi=  C. 


Ces  deux  valeurs  se  raccordent  à la  surface,  ce  qui  donne 
C = qxaix. 

Prenons  les  dérivées  suivant  la  normale,  on  aura  en  un  point  de 
la  surface,  suivant  qu’on  se  déplace  vers  l’intérieur  ou  vers  l’exté- 
rieur, les  valeurs  discontinues 


dX 

diii 

c’est-à-dire  pour  r — 


dX 

dne 


dX 

dr 


4 


dX 

Ta  =-4^- 


Nous  avons  supposé  l épaisseur  de  la  couche  attirante  rigoureu- 
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sentent  nulle.  Il  nous  arrivera  aussi  de  considérer  une  couche 
infiniment  mince,  constituée  par  une  masse  attirante  comprise 
entre  deux  surfaces  infiniment  voisines.  Les  mêmes  formules  s’y 
appliquent,  s étant  la  longueur  de  la  normale  à l’une  de  ces  sur- 
faces, comprise  entre  les  deux;  on  a 


On  peut  d’ailleurs  supposer  p constant  en  faisant  varier  convena- 
blement s.  Si  l’on  considère  les  dérivées  prises  suivant  les  nor- 
males à partir  de  chaque  face,  eu  A et  en  A',  on  a encore 


Nous  avons  affaire  ici  à un  potentiel  de  volume  attirant  et  il  n’y  a 
aucune  contradiction  entre  ces  résultats  et  les  précédents.  Nous 


différents  A et  A'.  Les  dérivées  partielles  sont  bien  continues, 
mais  elles  varient  extrêmement  vite  quand  on  traverse  la  couche 
attirante  extrêmement  mince. 


prenons  en  effet  les  dérivées  suivant  les  normales  en  deux  points 


4o 
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CHAPITRE  III. 

ELLIPSOÏDES  de  maclaurin  et  de  jacobi. 


14.  Masse  sans  mouvement  de  rotation.  — Le  premier  pro- 
blème que  nous  poserons  sera  de  déterminer  la  forme  d'une  masse 
fluide  dont  les  éléments  s’attirent,  suivant  laloi  de  Newton,  et  sont 
tous  immobiles. 

Prenons  donc  un  liqurde  de  densité  p = const.  Soit  S la  sur- 
face libre.  Supposons  que  l’équilibre  existe,  et  considérons  un 
élément  p.  de  masse  égale  à i.  Ecrivons  les  équations  de  l’équi- 
libre hydrostatique.  Nous  aurons  d’abord  les  projections  de  la 
force  F rapportée  à l’unité  de  niasse 


(39) 


X=/ 


àV 

àx  * 


Y = /f.  Z =/f. 
J ùy  J dz 


Si  nous  considérons  le  système  comme  isolé,  la  pression  périphé- 
rique p sera  nulle  en  chaque  point  et  l’équation  d’équilibre  sera 

f =/*v.  f=/v  + c. 

Sur  S on  a p = o,  donc  fV  -f-  C = o.  Donc  S est  une  suif  ace 
èquipotentielle.  On  pouvait  d'ailleurs  le  prévoir  a priori , car 
l’attraction  sur  chaque  molécule  périphérique  est  normale  à la 
surface  puisqu’il  y a équilibre,  et,  par  conséquent,  en  se  déplaçant 
sur  la  surface,  on  doit  avoir  dp  — o,  p = const. 

Le  problème  revient  donc  à disposer  le  liquide  de  façon  que  sa 
surface  libre  soit  une  surface  de  niveau. 

On  arrive  aux  mêmes  résultats  en  supposant  constante  et  non 
nulle  la  pression  à la  surface  (cas  d’un  fluide  plongé  dans  une 
atmosphère).  La  surface  libre  serait  alors  p0  = /V  -f-  C,  d’où 
V = const. 
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(1  y a une  forme  évidente  d’équilibre  : c’est  la  sphère.  Dans  ce 
cas,  l’attraction  est  normale  à la  surface  en  chaque  point,  et  la  sur- 
face est  bien  une  surface  équipotcnlielle. 

Il  est  aisé  de  faire  le  calcul.  Supposons  /?0  = o.  A l’intérieur, 


on  a 


V = 


„ 2 

2 K a-  P - K/'2  p, 


-+-  G; 


à la  surface  la  pression  est  nulle,  ce  qui  permet  de  déterminer  la 
constante 

o=/^2  7ca2p  — ^ rca2p^  H- C,  d’où  ^ ~ ^nfp(a2 — r2). 

p augmente  quand  r diminue  et  la  pression  est  maximum  au 
centre  où 

(4o)  Pc  = ^ r:f  p2  a/1. 


On  peut  se  faire  une  idée  de  la  pression  énorme  au  centre  de  la 
Terre,  supposée  immobile,  liquide  et  homogène.  On  a pour  la 
densité  moyenne  5,5;  pour  le  rayon  terrestre  moyen,  6366km; 
enfin,  pour  évaluer  f,  on  peut  considérer  la  Terre  comme  sphérique 
et  désignant  par  g l’accélération  à la  surface 


y ai  -4  rca- p 4 - 

j ~ïT=  ***"*• 


d’où 


pc  = - gpa  = -981  X 5,5  x 6, 366  x iof 


dynes 


, , dynes 

= 1,72  x 1 o 1 2 — =1.7x10'  atm. 

cm2 


La  sphère  est  donc  une  solution  du  problème.  N’y  en  a-t-il  pas 
d’autres?  C’est  probable,  mais  ce  n’est  pas  rigoureusement  démon- 
tré. Il  faudrait  pour  cela  démontrer  qu’une  masse  homogène  immo- 
bile, telle  que  la  surface  libre  soit  une  surface  équipotentielle,  est 
nécessairement  une  sphère. 

LiapounofF  a étudié  le  problème  à un  autre  point  de  vue.  Consi- 
dérons des  forces  appliquées  à un  système,  et  supposons  que  ces 
forces  dépendent  d’une  fonction  de  forces 


(40  2(X  8#  -h  Y Sy  -+-  Z 8.s)=  8.U(a?i,  yi,  zlf  x%,  y%,  • • .). 
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Les  positions  d’équilibre  sont  celles  pour  lesquelles  la  somme  des 
travaux  des  forces  appliquées  est  nulle  pour  tout  déplacement 
compatible  avec  les  liaisons.  Alors  dU  = o.  D’ailleurs,  si  ôU-=  o, 
il  n’y  a pas  nécessairement  équilibre,  autrement  dit  la  condition 
n’est  pas  réciproque. 

Dirichlet  a montré  que,  pour  qu’un  équilibre  soit  stable,  il  suffit 
que  D soit  maximum  dans  cette  position.  Si  ôU  — o sans  que  U 
soit  maximum,  l’équilibre  est  instable,  comme  il  résulte  de  travaux 
récents  (t.  II,  n°  449,  3e  édit.).  Dans  l’étude  du  problème  consi- 
déré, les  pressions  sont  des  forces  de  liaison,  et  les  seules  forces  à 
considérer  sont  les  attractions.  Ces  forces  d’attraction  dérivent 
d’une  fonction  de  forces 

(4-2)  U=/W,  W 

Pour  trouver  les  positions  d’équilibre,  il  faut  encore  ôL  = o, 
donc  ôW  = o.  Mais,  comme  on  l’a  vu,  <5W  peut  être  nul  sans 
que  W soit  maximum.  La  sphère  est  la  figure  qui  correspond  au 
maximum  absolu  d’énergie  ; c’est  donc  à coup  sûr  une  figure  d’équi- 
libre stable.  Mais  il  faudrait  démontrer  rigoureusement  qu’il 
n’existe  pas  de  figures  correspondant  à des  maximums  relatifs  de  W, 
ni  d’autres  figures  pour  lesquelles  ôW  = o,  sans  que  \V  soit  maxi- 
mum. Pourtant,  il  est  probable  que  la  sphère  est  la  seule  figure 
donnant  un  maximum. 

13.  Masse  homogène  en  mouvement  conservant  une  forme  inva- 
riable. — Nous  supposerons  que  sur  la  surface  extérieure  s’exerce 
une  pression  constante.  Nous  avons  vu  que  le  centre  de  gravité  G 
est  animé  d’un  mouvement  rectiligne  et  uniforme.  Par  rapport  à 
des  axes  de  directions  fixes  entraînés  par  G,  le  mouvement  est  le 
même  que  si  G était  immobile.  Nous  pouvons  donc  supposer  G 
immobile. 

Si  la  masse  se  meut  en  conservant  une  forme  invariable,  elle  se 
meut  à la  façon  d’un  corps  solide.  Ce  sont  les  équations  d’Euler 
qui  régissent  ce  mouvement.  Considérons  les  trois  axes  principaux 
d’inertie  Gx,  Gy , G z attachés  à la  masse  et  entraînés  dans  son 
mouvement.  Soient  A,  B,  Clés  moments  d'inertie  par  rapport  aux 
axes  principaux.  Soient  w la  rotation  instantanée,  p.  q , r ses  pro- 
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jections  sur  les  axes  mobiles,  on  a 


L,  M,  N étant  la  somme  des  moments  des  forces  extérieures  par  rap- 
port aux  axes,  ou  la  projection  sur  les  axes  du  moment  résultant 
des  forces  par  rapport  au  centre  de  gravité.  Mais  ces  forces  exté- 
rieures, qui  sont  les  pressions,  se  font  équilibre,  et  les  équations 
se  réduisent  à 


Le  mouvement  de  la  masse  est  un  mouvement  à la  Poinsot.  Ce 
mouvement  sera-t-il  possible?  Nous  allons  voir  qu’il  ne  l’est  pas,  à 
moins  qu’il  ne  se  réduise  à une  simple  rotation. 

16.  Conditions  d’équilibre  relatif.  — Puisque  la  masse  fluide 
conserve  une  forme  invariable,  elle  est  en  équilibre  relatif  par  rap- 
port aux  axes  G x,  G y,  G z.  Nous  pouvons  supposer  ces  axes  fixes 
à condition  d’appliquer  en  chaque  point  une  force  égale  et  opposée 


B|+(A_C)^  = o, 


C-+(B-A)pq  =0. 


dr 


Fig.  16. 


à la  force  d’entraînement,  qu’on  désigne  sous  le  nom  de  force 
d'inertie  d’entraînement  {fig.  16). 

Considérons  alors  un  élément  de  masse  m.  Soient  u,  p,  w les 
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composantes  de  sa  vitesse;  p,  q , r les  projections  sur  les  axes 
mobiles  de  la  rotation  instantanée,  on  a 

u = q z — ry,  v = rx — pz , w — py  — qx. 

Il  faut  calculer  Je,  dont  les  composantes  sont 

: T du  . dv 

l b=  ri — 1-  cnv  — rv , .1  v = — h ru  — p w, 

(45)  dt  dw  ' dt 

( Jîf  dï+pv--1u- 

L’accélération  est,  en  effet,  la  vitesse  absolue  du  point  K,  dont 
les  coordonnées  sont  u,  p,  ep,  et  K est  obtenu  en  menant  par  G le 
vecteur  équipollent  au  vecteur  vitesse.  On  a donc,  en  désignant 
par  un  accent  les  dérivées  par  rapport  au  temps, 

JT  = q' z — r’  y 4-  q ( py  — qx ) — r(rx  — p z) 

= q'z  — r’y  — x(q 2-i-  r 2)  yp(qy  4-  rz). 

En  ajoutant  et  retranchant p2x , on  obtient  la  formule  plus  régu- 
lière 

j.r  = q' Z — r'y  — q~  4-  r2)  -\r  p{px  4-  qy  rz), 

et  les  formules  analogues  pour  Jr  et  Jz.  La  force  d’inertie  d’entraî- 
nement est  le  vecteur  — mJ  et  les  composantes  de  la  force  rap- 
portée à l’unité  de  masse  sont  — J^,  — Jr,  — Jz. 

Si  l’équilibre  existe  par  rapport  aux  axes  Gx,  Gy,  G^,  il  a lieu 
sous  l’action  des  forces  réelles  et  des  forces  fictives.  Nous  allons 
donc  écrire  dans  ce  système  d’axes  les  équations  fondamentales  de 
l’Hydrodynamique,  et  nous  verrons  si  ces  équations  sont  possibles. 
On  a 

1 , 7 àV  . rJV  l 

(46)  -4p=/[3-d*+3pdjr+-d,  J 

— [Wz  — r'y ) dæ  -4  (r'x—p'z)  dy  4-  {p' y — q' x)  dz] 

4-  (/>2  4-  q2  4-  /’2)  ( x dx  4-  y dy  4-  z dz ) 

— (px  -h  qy  4-  rz)  ( p dx  -t-  q dy  -4  r dz); 

pf  q , r,  sont  des  fonctions  du  temps.  L’équation  doit  être  satisfaite 
à chaque  instant  t et  il  n’y  a rien  de  contradictoire  à supposer  que 
les  forces  varient  avec  le  temps.  La  densité  p est  supposée  cons- 
tante; la  conclusion  serait  la  même  si  p était  fonction  de  p. 
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L’équation  précédente  exprime  que  le  second  membre  doit  être 
une  différentielle  totale  quand  t est  traité  comme  une  constante. 
Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  le  terme  contenant  p\  q\  r'  soit 
une  différentielle  totale,  car  les  autres  le  sont  déjà.  La  condition 
pour  que  cela  soit  est 

J-C?  -a  — ry)=  ^(rx-hpz)  ou  — r=-+-r,  r = o. 

On  aurait  de  même  p = o et  q'  — o.  Ainsi  p , q,  r sont  constants. 
L’équilibre  ne  peut  avoir  lieu  que  si  la  rotation  est  constante.  L’axe 
de  rotation  est  fixe  par  rapport  aux  axes  mobiles;  il  est  donc  fixe 
dans  l’espace. 

La  rotation  se  fait  autour  d’un  des  axes  principaux  d’inertie.  En 
effet,  les  équations  du  mouvement  se  réduisent  à 

.(47)  (G  — iï)qr  ==  o,  (A  — C)rp  = o,  (B  — \)pq  = o. 

Si  l’ellipsoïde  d’inertie  n’est  pas  de  révolution,  ou  bien  q — o et 
r — o,  et  les  trois  équations  sont  satisfaites;  ou  bien  q — o et 
r ^ o et  la  seconde  équation  exige  alors  p = o;  ou  encore  — o 
et  q^é.  o,  et  l’on  a p = o.  Ainsi  la  rotation  se  réduit  à une  seule 
des  composantes  suivant  l’un  des  axes. 

Si  l’ellipsoïde  d’inertie  est  de  révolution,  supposons  A = B, 
l’axe  de  révolution  est  G z ; alors,  ou  bien  p ==  o et  q = o,  et  l’axe 
de  rotation  est  G^;  ou  bien  p et  q ne  sont  pas  tous  deux  nuis,  et 
alors  r — o et  l’axe  de  rotation  est  situé  dans  le  plan  des  xy,  et 
l’on  sait  que  tout  axe  de  ce  plan  est  un  axe  principal  d’inertie.  En 
particulier,  on  pourrait  prendre  cet  axe  de  rotation  pour  axe  Gx. 

17.  Conditions  de  stabilité.  — Il  ne  suffit  pas  que  le  mouvement 
soit  possible,  il  faut  qu’il  soit  stable.  Pour  un  corps  solide,  il  j a 
trois  mouvements  permanents  possibles.  Ces  mouvements  sont  des 
rotations  autour  des  axes  principaux  d’inertie.  Le  mouvement  est 
stable  quand  la  rotation  a lieu  autour  du  grand  axe  ou  du  petit  axe. 
Il  est  instable  autour  de  l’axe  moyen.  Pour  un  fluide,  le  mouve- 
ment autour  de  l’axe  moyen  sera  instable  à plus  forte  raison,  car 
il  s’introduit  ici  des  conditions  supplémentaires,  en  plus  de  celles 
des  corps  solides. 

Le  seul  mouvement  possible  est  donc  une  rotation  uniforme 
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autour  d'un  axe  fixe , l’axe  de  rotation  étant  confondu  avec  le 
grand  ou  le  petit  axe  d’inertie. 

Nous  sommes  donc  amenés  au  problème  particulier  suivant,  qui 
fera  l’objet  de  notre  étude  : 

Considérons  une  masse  fluide  tournant  à vitesse  constante  autour 
d’un  axe  fixe  G;.  Soient  Gxu  Gy\  deux  autres  axes  fixes,  et  Gx , 
G y des  axes  entraînés  dans  le  mouvement  de  rotation,  et  coïnci- 
dant avec  les  axes  principaux  d’inertie. 

Ecrivons  que  le  liquide  est  en  équilibre  relatif  par  rapport  aux 
axes  mobiles  Gx , Gy.  Gz.  Les  composantes  delà  force  centrifuge 
par  unité  de  niasse  sont  alors  co2#,  u2y  et  zéro.  L’équation  d’équi- 
libre s’écrit 

-p  drj  =/(^  dx  + dJy  dr  ÿ-  + “H*  dx  -+-rdr), 

et  en  intégrant 

(48)  | =f\  + ^(x*+y*)  + C. 

Sur  la  surface  libre,  la  pression  est  nulle  ou  constante,  soit/?0  = G'  ; 
l’équation  de  la  surface  libre  sera 

(49)  /V-t-  -y*)  = K- 


11  faudra  donc  chercher  quelle  forme  on  doit  donner  à la  masse 
fluide  pour  que,  V désignant  le  potentiel  dû  à cette  masse,  l’on  ait 
cette  relation  à la  surface  en  chaque  point,  en  supposant  w donné. 


Théorème  de  Poincaré.  — La  pression  extérieure  étant  nulle, 
l’équilibre  est  impossible,  quelle  que  soit  la  forme  extérieure,  si 
l’on  a 


(5o) 


co2 


c’est-à-dire,  pour  parler  un  langage  vulgaire,  si  le  corps  tourne 
trop  vite.  En  effet,  si  le  corps  tourne  de  plus  en  plus  vite,  la  force 
centrifuge  périphérique  finira  par  équilibrer  l’attraction,  puis  par 
la  dépasser.  Les  éléments  superficiels  tendraient  alors  à quitter 
la  masse. 
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Sur  la  surface  p = o,  et  comme  la  pression  est  essentiellement 
positive  à l’intérieur,  elle  croît  quand  on  s’éloigne  de  la  surface, 

vers  l’intérieur,  c’est-à-dire  qu’en  tous  ses  points  est  positif. 
L’équation  d’équilibre 

dp  = p d\J,  ù U =/V  -+-  ~ O2  H- y2), 

donne 

dp  dU  ' 

drii  ‘ drii  ’ 

est  donc  positif  en  tous  les  points  de  la  surface.  Par  consé- 
quent, est  négatif  en  tous  les  points  de  la  surface,  puisque  U 

est  continu  ainsi  que  ses  dérivées  premières.  Appliquons  alors  le 
théorème  de  Green  au  volume  total  et  à la  fonction  U,  on  a 


Xau ch  =/ £ d°  ou  (2“2— 4îc/p)frfx  =1  £ 


Le  second  membre  est  négatif;  il  faut  donc  2w2 — 4^/p<C0> 

dU  . ...  , dU 

autrement  en  certains  points  serait,  positil,  par  conséquent 

serait  négatif  et  l’équilibre  y serait  impossible.  Pour  le  rendre  pos- 
sible, il  faudrait  aj  outer  à l’extérieur  une  certaine  pression. 

Cette  limite  de  Poincaré  a été  abaissée  par  Crudeli(1),  qui  a 
réussi  à démontrer,  en  supposant  que  la  surface  libre  soit  convexe , 
que  l’on  doit  avoir 

— — < I. 

2 71/ p 2 

18.  Ellipsoïdes  de  Maclaurin.  — Nous  allons  étudier  mainte- 
nant les  diverses  formes  d’équilibre;  dans  l’ordre  historique,  la 
première  forme  indiquée  par  Maclaurin  est  l’ellipsoïde  de  révo- 
lution. On  l’appelle  souvent  l’ellipsoïde  de  Maclaurin. 

Le  potentiel  de  l’ellipsoïde  de  révolution  pour  l’intérieur,  celui (*) 


(*)  Rendi  Conti  Acad,  dei  Lincei,  1910,  p.  666. 
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qui  nous  intéresse  ici,  est 


V = TZabcp  r (l ~~ — r~  — J /--y , 

J0  \ a2-b  X b--hX  c-H-X/^/ç^x) 

ç(X)  = (a*+X)(6*+X)(c«4-X). 

Si  l'ellipsoïde  est  de  révolution  a = b,  on  aura 

V = ~a2cp  

Jq  \ a~  -h  X c-- h X / (a2+  X)  X 

L’intégrale  elliptique  se  réduit  alors  à des  intégrales  élémentaires. 
Les  composantes  de  l’attraction  sont 

X=/^=—  Vx,  Y=/^=—  Vy,  Z=/^-=—  Rz. 

J dx  ’ '7  <?y  • ^ cte 


Les  coefficients  P et  R ayant  les  valeurs 

P = it.  a- cf  ? f — , 

o ( a2  -h  A )2  \J  c-  -f—  A 

dX 


R = 2 tz  a-  cf  ç>  J' 


°_.  (c24-X)2(a24-X) 

L’équation  d’équilibre  relatif  par  rapport  aux  axes  G#,  G y 
entraînés  dans  le  mouvement  de  rotation  est 

(~  — — P (a?  dx  -f-  y dy)  — Hz  dz  -f-  oï2(x  dx  -f-  y dy). 


La  force  qui  agit  sur  l’élément  de  masse-unité  est,  en  effet, 

— Px  -h  o)-x,  — P y -f-  io2y,  — R s. 

En  intégrant,  on  a 

f *-i[(p-^)(^+ri)+ y2]+c. 

On  obtient  ainsi  la  pression  à l’intérieur  de  l’ellipsoïde  et  à la  sur- 
face, et  les  surfaces  d’égale  pression  ont  pour  équation  p — const., 
c’est-à-dire 


(P  — to2)  (#24-y2)  -T-  R s2  = G. 


(52) 
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Ce  sont  des  ellipsoïdes  de  révolution  autour  du  même  axe 
Or,  l’ellipsoïde  dont  nous  sommes  partis  est  soumis  à sa  surface 
à une  pression  constante  ou  nulle.  Pour  que  ce  soit  une  surface 
d équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  cette  surface  extérieure  soit  une 
surface  d’égale  pression.  Il  faut  donc  qu’on  puisse  déterminer  la 
constante  G de  façon  que  l’ellipsoïde  d’égale  pression  se  confonde 
avec  l’ellipsoïde  d’équilibre.  Il  suffit  d’exprimer  que  les  coefficients 
sont  proportionnels,  et  l’on  a les  conditions 

(53)  a*(P—-ü>*)  = c.2R  = G. 


On  tirera  G de  ces  équations  et  l’on  en  déduira  l’équation  de  con- 
dition entre  les  axes  et  w.  Il  faut  montrer  que  cette  équation  de 
condition  peut  être  réalisée. 


i°  Gette  condition  exige  quel  ' ellipsoïde  soit  aplati,  c’est-à-dire 
que  l’axe  de  rotation  soit  le  plus  petit  axe,  c > a.  En  effet,  cette 
condition  peut  s’écrire 


a2  P — c2  R = a2  to2  > o 


r r — * 

«4>  |_(a2-f-X) 


vAp(X)  (c2h-X)  v/?( 
\d\ 


«J 


dk 


, , r°°  Xi 

= — c2)  / 

«/o  («*•+- X)(c* 


( a2 H-  X ) ( c2 -h  X)  v/?(X) 


> o. 


La  seconde  intégrale  étant  nécessairement  positive,  on  a 
a-  — c-  >>  o ou  a^>  c.  Ainsi,  l’ellipsoïde  estnécessairement  aplati. 


2°  c étant  la  distance  du  centre  au  foyer,  ~ est  l’ excentri- 
cité — Introduisons  la  quantité  ~=l  analogue  à 

l’excentricité,  on  a 

a'1  — c'2-4~  c2  = c2(i  -h  l'2),  a — c \J  i •+•  l’2. 

Nous  allons  chercher  à exprimer  l’équation  de  condition  en  fonc- 
tion de  l.  Divisons-la  d’abord  par  c2,  elle  s’écrira 

(54)  (i-t-P-)P  — R = w»(i-t-P), 


P et  R dépendent  des  axes  ou  plutôt  du  rapport  des  axes  seulement, 


APPKLL. 


IV. 
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car,  dans  l’équation  ci-dessus,  ni  w ni  l ne  dépendent  de  l’unilé  de 
longueur,  ni  P ni  R par  conséquent.  Pour  faire  le  calcul  de  P, 
posons  1 — c-t  : 

c dt 


' ==  2 71  Or  cf  O f 

•4  (* 


- c~  t y \ 1 


Remplaçons  a 2 par  sa  valeur  ci-dessus  en  fonction  de  c-  et  de 
il  vient 


P = 2- 


fP(i  + n r dl  ; 

«y  o (i-f-  l~~\~  t )-  I — t 


P ne  dépend  plus  que  du  rapport  des  axes.  11  suffit  maintenant  de 
poser  t- f-  i —u-  pour  rendre  l’expression  rationnelle.  On 
trouve 

(a 


p , i±p/  , i 

P = 2 7ï / p — — — ( arc  tan£  £ — - 


i p. 

R = 2 7ï /p — — (2^ — 2 arc  tang/); 


en  portant  ces  valeurs  de  P et  R dans  l’équation  de  condition, 
on  a 

co'2  (3  d-  l 2 ) arc  tang  l — 3 / 

2*/p  ~ 


(55) 


C’est  la  seule  équation  de  condition,  et,  si  elle  est  vérifiée,  nous 
pourrons  toujours  déterminer  la  valeur  de  C qui  correspond  à la 
surface  extérieure. 

Généralement,  on  se  donne  M et  co;  est-il  possible  alors  d’avoir 
comme  figure  d’équilibre  un  ellipsoïde  de  révolution?  L’équa- 
tion (55)  donnera  les  valeurs  de  / s’il  y en  a qui  résolvent  le  pro- 
blème, puis  on  aura  la  valeur  des  axes  par  les  formules 

(56)  M — | Ti  a2 co  = ~ 7rpc3(i  -h  l2)  = ~ 7rp  a ■ ■ • 

3 3 3 i/j  -f-  /2 

I ’ 

Ces  dernières  équations  donnent  a et  c,  connaissant  M et  L 


19.  Discussion.  — Toute  la  difficulté  du  problème  est  concen- 
trée sur  la  résolution  de  l’équation  transcendante  (55). 

Désignons  par  h la  valeur  du  second  membre  de  cette  équation; 
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pour  / très  petit,  on  a 
arc  tang  l — l — 


4 

h= 


)ù  e désigne  l'aplatissement,  défini  par  rapport  à l et  aux  axes  par 


= i4-  e . . . . 


{i  — ey 

Pour  l=o,  on  a donc'  h — o,  puis,  l croissant,  h >>  o. 

Pour  / infini,  on  a arc  lang/  = ^ ; h est  de  l’ordre  et,  par  con- 
séquent, nul.  Ainsi  h est  nul  aux  deux  limites,  et  d’abord  crois- 


sant. 


Prenons  la  dérivée  de  h par  rapport  à /,  on  obtient 

. / — arc  tang/. 


dh  9 / 1\  7^2'+'9 

— —KO,  ?(0=(lV,2)(  *)• 


dl 


dh 


Le  signe  de  -jj  est  le  même  que  celui  de  cp(/).  Pour  l très  petit, 
on  a,  en  négligeant/7, 

<p(7)  = l(  i — ^ Z2 -b  — Z4  4-. . . ) — arc  tang  / = Z5.  . . . 

\ 3 27  / & i35 

La  dérivée  est  d’abord  nulle,  puis  devient  positive.  A l’infini,  9 (/) 
se  réduit  à — ^ et  la  dérivée  est  négative. 

Prenons  de  nouveau  la  dérivée  de  cp  (/)  par  rapport  à /,  on  a 

8/4(3—  Z2) 


?'(0  = 


(1  -h  Z'2)2  (9  H-  Z2)2 


Cette  expression  est  d’abord  positive,  s’annule  pour  1 = ^ 3, 
puis  devient  négative.  L’expression  ©(/),  nulle  pour  1 = o,  sera 
d’abord  croissante  jusqu’au  maximum  <p,  (/)  pour  1=  ^3,  puis  tou- 
jours décroissante  pour  \J 3,  et  tendra  vers  — ^ • Par  consé- 

quent, ©(/)  aura  une  racine  et  une  seule  /0  > \/3.  Il  en  sera  de 
même  pour  ^ • 

Désignons  par  /„  cette  valeur  de  l qui  annule  cp(Z)  et  elle  est 
définie  par 


-7  Z2 


4-/2  9- 


arc  tang  l — 
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On  trouve  /0  — 2,53.  . . , et  la  valeur  correspondante  de  h est 
h0  = 0,224-  Ainsi  pour  l <[  /0,  on  a ^ > o,  la  fonction  est  crois- 
sante; pour  1^>Iq , elle  est  décroissante;  elle  est  maximum  pour 

l=lo- 

Prenons  deux  axes  OZet  OA,  et  traçons  la  courbe  représentative 
de  A' = cp(/)  et  de  h — le  second  membre  de  (55)  (fig.  17). 


Fig.  17. 


LJordonnée  de  la  courbe  <p(Z)  part  de  O,  a un  maximum  pour 
l = y/3,  s’annule  pour  L — l0  =-2,53 ... , et  tend  ensuite  vers  — ~ • 

La  courbe  h part  de  O tangente  à 01,  son  ordonnée  croît 
jusqu’à  un  maximum  h ==  A0  = 0,224.  . . pour  l = l0,  puis  décroît 
en  se  rapprochant  asymptotiquement  de  l’axe  01.  Pour  le  tracé  de 
la  courbe,  on  a pris  pour  les  ordonnées  une  unité  10  fois  plus 
grande  que  pour  les  abscisses. 

Cette  courbe  des  valeurs  de  h étant  tracée,  quand  on  se  donnera  w, 
il  suffira,  pour  trouver  les  valeurs  de  i,  de  mener  parallèlement 

à 07  la  droite  CD  d’ordonnée  h{  ==  — M - ♦ Les  valeurs  /,  et  L de  l 

27T/p 

correspondant  aux  points  d’intersection  C et  D donneront  les 
éléments  de  l’ellipsoïde  d’équilibre. 

En  général,  pour  une  valeur  de  A,  il  y a deux  valeurs  de  l,  l\  et 
Il  y aura  donc,  pour  chaque  valeur  de  w,  deux  ellipsoïdes 
d’équilibre. 

Si  <C  0,224 ....  il  y a deux  ellipsoïdes  de  Maclaurin. 
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Si  ~~j~  = 0,224 . . . , il  n’y  a qu 'un  seul  ellipsoïde  limite. 

Si  0,224.  ...  le  problème  n’a  plus  d*  ellipsoïde  de  révo- 

lution comme  solution.  S’il  y a des  figures  d’équilibre,  il  faut  les 
chercher  dans  d’autres  formes.  Autrement  dit,  l’ellipsoïde  de  Mac- 
laurinne  peut  plus  être  une  forme  d’équilibre  si  la  vitesse  de  rota- 
tion devient  trop  grande. 


On  peut  se  demander  si  les  corps  célestes,  et  en  particulier  la 
Terre,  sont  des  ellipsoïdes  de  Maclaurin.  On  admet,  d’ailleurs, 
que  ce  sont  des  ellipsoïdes  de  révolution. 

Remarquons  d’abord  que,  pour  toutes  les  planètes,  la  racine  L 
ne  peut  pas  convenir.  En  effet,  pour  />  2,53.  , .,  l’aplatissement 
est 


(57) 


v/i 


->i- 


y/i-M 


> 


et  l’on  sait  que  les  aplatissements  de  la  Terre  et  des  planètes  sont 
beaucoup  plus  petits.  La  racine  /,  seule  peut  donc  convenir. 

Calculons  donc  l{  dans  le  cas  de  la  Terre.  Prenons  pour  unité 
de  temps  la  seconde  sidérale  et  remplaçons  f par  sa  valeur  déjà 
trouvée  (p.  41  )j  on  obtient 


w2  _/  2 iz  \2  2 a _ qTi.zna  _ 4 X 3 , 14  X 40000000 

27 r/p  ~ v>4 x 602 / 3g~~  242.6o4.3^- ~ 242 x 6o4x  3 x 9,81 


Après  avoir  calculé  cette  valeur,  on  la  porte  dans  l’équation  (55) 
et  l’on  prend  la  plus  petite  racine  l.  L’aplatissement  correspondant 

serait  alors  e — Ar*  Cette  valeur  est  certainement  en  désaccord 

23 1 

avec  les  observations  géodésiques.  L’aplatissement  donné  par 
Helmert  en  1901  est  ^ et  celui  donné  par  Hayford  en  1909  est 
^ • L’aplatissement  trouvé  est  donc  trop  grand.  Il  faut  en  conclure 

que  si  la  Terre  est  un  ellipsoïde  de  révolution,  et  si  elle  a été  fluide 
autrefois,  elle  n’est  pas  homogène.  On  aies  mêmes  résultats  pour 
les  autres  planètes. 

Que  se  passe-t-il  si  co  tend  vers  zéro?  L’une  des  racines  devient 
nulle,  l’ellipsoïde  se  rapproche  de  la  sphère;  l’autre  grandit  indé- 
finiment. 
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Pour  l très  petit,  (-  est  très  voisin  de  o.  Donc,  pour  l infiniment 


petit,  la  figure  d’équilibre  se  rapproche  indéfiniment  de  la  sphère, 
qui  est  d’ailleurs  la  figure  d’équilibre  d’une  masse  immobile. 

Si  l est  très  grand,  c est  très  petit  et  a est  très  grand,  d’après  les 
équations  ( 56)  qui  donnent 


On  a une  figure  d’équilibre  qui  est  un  ellipsoïde  très  aplati,  une 
sorte  de  disque  de  très  grand  rayon  et  de  très  faible  épaisseur 
centrale.  Cette  figure  disparaîtrait  pour  w nul  et  l infini,  car  la 
limite  serait  un  plan  indéfini  d’épaisseur  nulle. 

20.  Ellipsoïdes  de  Jacobi.  — Jacobi  a réussi  à démontrer  que, 
parmi  les  figures  d’équilibre  possibles,  se  trouvent  des  ellipsoïdes 
à trois  axes  inégaux. 

Les  équations  d’équilibre  relatif  par  rapport  à des  axes  entraînés 
dans  le  mouvement  sont,  dans  ce  cas,  les  suivantes.  On  a d’abord, 
pour  le  potentiel  intérieur, 


3 M i_ 

4 Ttp  I H-  V2  ’ 


a 


La  force  d’attraction  a pour  projections 


L’équation  d’équilibre  différentielle  et  intégrée  sera 

— = — P x dx  — Qy  dy  — R s dz  -h  o)-(x  dx  dy), 
? 

£ =—  i[(P  — w2)^2+(Q  — co2)y2+Rz2]+-C. 


Les  surfaces  d’égale  pression  p — const.  sont  alors 


(58) 


(P  — w2).cr24-  (Q  — o. )2)y2-f-  Rz2  = G. 


Ce  sont  des  surfaces  du  second  ordre,  homothétiques  et  concen- 
triques. Mais,  sur  la  surface  extérieure,  la  pression  est  constante 
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ou  nulle.  Il  faut  donc  que  la  surface  libre  soit  une  surface  d’égale 
pression.  Ses  axes,  a,  b , c seront  donc  proportionnels  à ceux  de  la 
quadrique  (58),  d’où 

(ô9)  a*(P  — co«)  = 62(Q  — co*)  = c2R. 


Ce  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  du  problème. 
Gomme  dans  le  cas  précédent,  formons  l’expression  qui  donne  w 
et  l’expression  indépendante  de  w;  il  vient 


N , a~  P — 62Q 

(60)  w'2—  — r— - - et 

a2 — 6 2 • 


a2  62(P  — Q)  -t-  c2(a2 — 62)R  = 0. 


Or, 


asp_6îQ  = 2^/a6cp  ~^= 

J Vo  vApO) 


ï abc p ( éï2 — 62)  / 

*4  («2 


XrfX 


donc 


(a24-X)(624-X)  v/çÔT 


w2  7 r™  x dx 

— =é  abc  ! 

27C/p  d0  (a2+X)(62+X)  v/©(X) 


La  seconde  équation  est  homogène  en  P,  Q,  R;  négligeons  le  fac- 
teur commun  2v:abcfp,  on  aura 


c2(a2 — 62)1  dX 

c2+  ^ J y/cp ( X ) 


«262 
(a2 H-  X)  (62-h  X) 


c2  1 ^X 

c2+XJ  v/^X) 


Nous  supposons  a2  — 6‘2  différents  de  o,  autrement  on  retombe- 
rait sur  les  ellipsoïdes  de  Maclaurin. 

Ces  deux  équations  se  transforment  de  la  façon  suivante  : 

i°  On  prévoit  que  la  première  ne  peut  dépendre  que  du  rapport 
des  axes  et  non  des  axes  eux-mêmes,  puisque  n’en  dépend 

pas.  Posons  X c-x , les  limites  restent  o et  00,  et  il  vient 

oj2  7 c’*xdx 

— 7-=abc  / ■— — . 

27vP  J 0 (a2  -h  c*x)  (62-+-  c}x)  y/(a2  + c^x)  (è2  h-  c-x)  (c-  h-  c'2x) 


Enfin,  en  divisant  numérateur  et  dénominateur  par  a3ù3,  et 
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posant  ~ = s,  = on  obtient 


. „ . o/2  x dx 

(61)  —=st  — ~ r-:  ) 

2Jcy?  JQ  (i-hsx)(i-{-tx)£i 


A = y/(i-h  sx)( i -+-  tx)( i -+-  x). 


2°  Dans  le  deuxième,  on  pose  de  même  X = c-x,  et  il  vient 


/"[< r 


i i"l  dx 

-sx)(i-hlx)  i-hxj  A 


=r{- 

•20 


(i  — s — t)x  — slx- 


A3 


dx  - 


(62) 


, . r 00  # r * 

(I -s-t)  — - SlJ 

•2  0 ^0 


a?2  dx 
A3  : 


Les  équations  (6i)  et  (62)  déterminent  5 et  ^ quand  on  se 
donne  c*>  (on  verra  plus  loin  le  cas  où  l’on  se  donne  le  moment  de 
rotation),  et  le  problème  se  ramène  à la  résolution  de  ces  deux 
équations  transcendantes. 

Ayant  s et  t , nous  en  déduirons  les  valeurs  des  axes  au  moyen 
des  relations 

c = a — b \/l 
et 

t\t  4 7 4 C»  4 «3j  4 63/ 

(63)  M = s,aboP=^?—  = J*P  ^ = 3*?  TT 

Remarque . — D’après  l’équation  (62),  on  voit  que  s-{-/  < 
En  effet,  5 et  £ étant  positifs  ainsi  que  les  intégrales,  on  a 
1 — s — t^>  o.  Alors  s et  t doivent  être  séparément  plus  petits  que 
l’unité,  c’est-à-dire 


<1, 


m <I* 


L’axe  de  rotation  c est  donc  le  petit  axe.  L’ellipsoïde  tourne  autour 
de  son  plus  petit  axe. 


21.  Discussion  en  prenant  la  vitesse  de  rotation  et  la  densité 
comme  paramètres.  — On  se  donne  w,  il  s’agit  de  déterminer  5 et  t 
au  moyen  des  équations  (6i)  et  (62).  On  pourrait  procéder  autre- 
ment, se  donner  s et  t , puis  chercher  la  valeur  correspondante 
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de  co.  On  obtiendrait  les  mêmes  résultats.  On  considère  ici  la 
densité  du  liquide  comme  invariable. 

Tout  revient  donc  à la  discussion  du  système  des  deux  équations. 
La  discussion  complète  a été  faite  pour  la  première  fois  par  Otto 
Meyer  ( Journal  de  Mathématiques , t.  XXIV).  Elle  est  exposée  par 

Tisserand  dans  sa  Mécanique  céleste  (t.  II).  On  pose  h = 

et  cette  expression  sera  une  fonction  de  s et  de  t , définie  par  (61). 
On  désigne  la  valeur  du  premier  membre  de  (62)  par  cL.  Alors 
t pourra  être  regardé  comme  une  fonction  de  s définie  à son  tour 
par  la  relation  tL  ==  o : 


(60 

(62') 


h = <p(s,  t)  = st  I 
dn 


x dx 

(1  H-  SX ) (1  -h  tx)\ ’ 


o = 0 = (ï  — 5 — OjT  ^ r — stf^ 


x'2  dx 

A3 


Nous  allons  démontrer  que  l’équation  — o a toujours  une 
racine  et  une  seule  en  s pour  chaque  valeur  de  t,  et  que  l’expres- 
sion h a toujours  une  valeur  et  une  seule  pour  chaque  valeur  de  t 
ou  de  5,  avec  un  maximum  pour  s ==  t — tü.  Il  y a dans  chaque  cas 
un  seul  ellipsoïde  de  Jacobi  comme  figure  d’équilibre. 

Ges  deux  équations  définissent  une  courbe  de  l’espace  au  moyen 
des  trois  variables  A,  5 et  t.  Un  point  J de  la  courbe  est  à la  cote  h 
et  a pour  projection  sur  le  plan  des  s,  t un  point  R.  Le  point  R est 
sur  la  courbe  ^ ( s , t)  = o qui  est  la  projection,  sur  le  plan  des  s , f, 
de  la  courbe  de  l’espace  h ==  ©(s,  t). 

i°  Etude  de  d/  (s,  t).  — Nous  avons  désigné  le  premier  membre 
de  ( 62  ) par  ; nous  allons  voir  que  cette  fonction  de  .9  et  de  t a une 
seule  racine  en  s quand  t est  donné  entre  zéro  et  1 . Posons  avec 
Radau 

s -h  t — p et  st  = q, 

d’où 

dp  = ds  - h dt  et  dq  = t ds  s dt. 

On  aura,  en  désignant  par  A et  Blés  intégrales  figurant  dans 

(63)  't  = (1  />)A  qB, 
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Le  dénominateur  A s’écrit 


A2  = (i  H-  x)  (i  -I-  sa 7)  (i  -h  Ix)  — (1  -+-  x)  (1  4- px  -+-  qx 2). 

En  prenant  la  dérivée  partielle  de  par  rapport  à 5,  on  a 

'1>'S  ==—  A — B t -+-(1—/?)  A;  — q B.;, 


3 f**1  x-{i  -h  x)  (1  + tx) 
Â5  ' 


A:  • v. 

h 2 J. 


- (1 — p — qx)dx~ — Ai  — 


Pour  B’,  on  a la  même  expression  multipliée  par  x,  sous  le 
signe  J'.  En  combinant  ces  deux  expressions,  on  obtient 

t xA/  Tj  1 3 r*  x°-(i-hx)(i-{-lx) 

(i-p)  ks-q  B,  = — -Jf  -( 

en  posant 

3 x*(i-+-x) 

Ai==2j  -( l—p  — qx)dx 

avec  l’expression  analogue  pour  B,.  On  a alors 

ft  = — (A  + Aj)  — (B  + BO/  = — A0—  B0/, 


.-t-  At  = A 0 = f 


x(i-hx) 

a^5 (-2 -h  3 x—px  — qxp-) 


et  l’expression  analogue  B + B,  — B0. 

Considérons  maintenant  l’expression  suivante  : 

d x-( i-+-x)  x(i~+-x)..  0 , 0 

clx  ^ = o as  -(4H-3arH-y>a?  — iqx'-—  3qx*). 


On  voit  immédiatement  que  cette  expression,  intégrée  de  zéro  à 
l’infini,  est  nulle  aux  deux  limites.  Nous  désignerons  cette  inté- 
grale nulle  par  C : 


I ,r2(i  -f-  x ) I 
I A3' 


G = f ~ (4  H-  3 x -+■  p x — ‘iqx*  — 3 q x*  ) dx  - 

Formons  alors  l’expression  suivante  : 

* * ^ 3 rx  x-( i-+-x)-. 

2Ao=2A0—  G=-  ) ^ (1  —p+qx-)c 

comme  on  a j»<i,  on  a également  A0>o.  Cette  valeur  de  A0 


) dx  ; 
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donne 


X*( 


On  désigne  par  D l’intégrale  qui  est  toujours  positive.  Nous  pou- 
vons écrire  évidemment  v|4  sous  la  forme 


Gomme  on  a t <[  i , le  second  membre  est  toujours  positif.  On  a 
donc  <J/y  < o.  La  fonction  tp  est  toujours  décroissante  par  rapport  à s. 
Elle  varie  toujours  dans  le  même  sens  et  ne  peut  avoir  qu’une 
racine  quand  s varie  entre  ses  limites,  la  valeur  de  t étant  sup- 
posée donnée  et  constante.  Il  en  est  de  même  par  rapport  à t , si  l’on 
fait  varier  t ; on  retrouveraitles  mêmes  expressions.  L’équation  (62), 
c’est-à-dire  vp  = o,  ne  peut  avoir  qu'une  solution  en  s quand  t est 
donné. 

Dans  tp  faisons  s = o et  s = 1 , on  obtient 


La  première  expression  est  positive,  la  seconde  négative,  donc  d; 
s’annule  une  fois  et  une  seule  avec  s.  Il  en  sera  de  même  par  rapport 
à t si  s est  donné.  L’expression  (62)  aura  donc  toujours  une  racine 
et  une  seule  en  s pour  chaque  valeur  de  t et  réciproquement.  L’un 
des  aplatissements  étant  déterminé,  l’autre  le  sera  également.  Il 
n’y  aura  chaque  fois  qu’un  ellipsoïde  d’équilibre  possible. 

Si  nous  considérons  maintenant  s comme  fonction  de  t , fonction 
définie  par  l’équation  tp  = o,  on  aura 


(1  -f-  xy-  (1  + tx)- 


x dx 


<0. 


d'h  ds  0'lt 

dt  ds  dt  + ôt 


comme 


on  a 


s et  t varient  donc  toujours  en  sens  inverse.  De  plus,  leurs  valeurs 
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sont  réciproques.  Pour  s — o on  a t = i , et  pour  s — i on  a t — o, 
et  ainsi  pour  toutes  les  valeurs  de  s,  puisque  l’expression  ^ est 
symétrique  en  s et  t.  A chaque  couple  de  valeurs  s{  et  t , correspond 
un  autre  couple  s = et  t — S\  : ces  deux  couples  définissent  deux 
ellipsoïdes  identiques,  où  l’on  a simplement  permuté  les  axes  a 
et  b . 

Les  deux  valeurs  de  s et  de  t se  croisent  et  deviennent  égales 
pour  une  valeur  intermédiaire  que  nous  désignerons  par  t0.  On 
aura  donc 

s = l = l0. 


Les  axes  correspondants  sont  alors  égaux  et  l’ellipsoïde  est  de 
révolution.  Cette  valeur  t0  se  détermine  au  moyen  de  l’équa- 
tion (62),  qui  devient  dans  ce  cas 


30  x clx 


50  x 2 dx 


A = (1  -+-  Iqx')  y/ 1 -h  x . 


Construisons  maintenant  la  courbe  ^ (5,  t)  = o dans  le  plan  sOt 


Fig.  18. 


(fig '.  18),  en  faisant  les  remarques  suivantes  : 
i°  s el  t sont  essentiellement  positifs  ; 

20  t)  est  symétrique  par  rapport  à s et  t]  la  courbe  est 

symétrique  par  rapport  à la  bissectrice  OS  de  sO^; 

3°  Si  ^ = o,  on  a t — 1 , car  le  coefficient  de  l’intégrale  positive 
de  — o se  réduit  à t — t — o,  point  B ; 
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4°  Si  s augmente,  t diminue  et  pour  s = i on  a de  même  t — o, 
point  A.  La  courbe  est  même  constamment  au-dessous  de  la 
droite  AB,  puisque  l’on  a s -f- 1 <[  i ; 

5°  Enfin,  étant  donnée  une  valeur  S\  de  5,  comprise  entre  o et  i , 
il  y a toujours  une  valeur  tx  de  t et  une  seule  qui  y correspond; 
autrement  dit,  PR,  parallèle  à OB,  rencontre  la  courbe  en  un 
point  R et  en  un  seul. 

Les  coordonnées  du  point  G situé  sur  la  bissectrice  sont  celles 
données  par  la  relation  s = t — t0  — 0,3396,  que  nous  calculerons 
tout  à l’heure. 

2°  Elude  de  h = <p  (s,  t).  — Nous  considérons  maintenait  t 
comme  défini  par  la  relation  f)  = o.  Nous  avons,  en  tenant 

compte  des  valeurs  de  ^ et  , de  dp  et  de  dq , 

— d’b  — — 6'.  cls  — <14  dt  = A0  dp  -f-  B0  dq  = o. 
Introduisons  l’expression 

r — ( s — ty  — p 2 — 4 q->  2 p dp  — dr  -h  4 dq , 

expression  toujours  positive,  qui  s’annule  pour  5 = ^ — tQ  et  qui 
varie  de  o à 1.  Nous  pourrons  considérer  A comme  fonction  de  ret 
de  g,  et  q comme  fonction  de  r définie  par  ^ — o.  On  a,  en  rem- 
plaçant dp  par  sa  valeur  en  fonction  de  dr , 

— ip  d']j  = A0  dr  -t-  (4  Ap+  2joB0)  dq. 

Si  nous  formons  maintenant  l’expression  suivante,  en  introduisant 
G = o,  on  obtient 

4 A0-h  2/>B0  = 4 A0-h  — 2G  = (3 — />)B, 

où  B est  une  intégrale  toujours  positive,  définie  plus  haut.  On  a 
alors  pour  d'\> 

— 2.p  d'b  — A0  dr  h-  (3 — p)B  dq  = o. 

Cette  expression  définit  la  variation  de  q par  rapport  à r , d’après 
(62).  On  a donc  toujours  car>  ^0  et  B étant  positifs,  on 

doit  avoir  dr  et  dq  de  signes  contraires. 

Considérons  maintenant  l’expression  (61),  qui  donne  h en  fonc- 
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tion  de  s et  t ou  en  fonction  de  r et  q.  Nous  allons  démontrer 
qu’elle  varie  toujours  dans  le  même  sens  avec  r et  qu’elle  est  maxi- 
mum pour  r — o,  c’est-à-dire  s = t = t0.  On  peut  l’écrire 

h = St  J*  xj±±fldx  - q(  A -H  B), 

où,  d'après  (62), 

‘'O  ^ 

On  a donc 


dh  = ( — dp  -f-  dq)  A -b  (1 — p -b  q)  ( A',  ds  -b  dt). 

Les  valeurs  trouvées  plus  haut  pour  A',  et  A,  donnent  immédia- 
tement 


A .,  ds 


' X‘(l  + j) 


( dp  — i-  x dq), 


dh  : 


7 , , r"  oc  dx  3.  . f'K  x'2(i  -h  x)  . , 

--  ( dp  -b  dq ) / -(1  —p  + q)  n ( dp  -b  x dq ). 

*/<)  a «A  a 


Faisons  apparaître  le  dénominateur  A3  dans  la  première  intégrale, 
remplaçons  dp  par  sa  valeur  en  fonction  de  dr , et  tenons  compte 
de  l’expression  C = o;  on  obtient  finalement 

— 4 p dh  = 3 D {q  dr  — r dq  ) — p B dq 

ou 

= 3?D  — OrD-H^B)  j?- 

On  a donc  toujours  ^ < o,  puisque  ~ < o. 

D’autre  part,  l’expression  de  donne,  si  l’on  y fait  s = /. 

— c/>ii  ==  ( A0-b  sB0)  dp,  car  dq  = s dp. 

On  aura  donc  à la  fois,  pour  s = t ou  r — o, 
dp  = dq  = dr  — dh  = o. 


Ainsi,  h varie  toujours  en  sens  inverse  de  r — (s — t )2  et  dh 
s’annule  pour  r = o.  Donc  h croît  pour  s allant  de  1 à t = t0, 
décroît  pour  s allant  de  t0  à o et  est  maximum  pour  s ==  t = tQ. 
D’ailleurs,  en  remplaçant  dr  par  sa  valeur  en  fonction  de  ds 
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et  dt,  on  peut  écrire 

dh  f /de  \1  dh 

si 


dl 

avec  t < o ; 
ds 


d/i  est  positif  et  h croissant  pour  s <.t  = t0.  11  est  négatif  et  h dé- 
croissant pour  s t . h est  maximum  pour  s = t — t{]. 

3°  Détermination  de  £0  et  A0.  — Pour  s = t = t0,  les  deux 
équations  fondamentales  deviennent 


A0  = i 


ll  o- 


x dx 


- t0xy  ï -h  x 


, , . /*  ” x dx  /* 39  x'2  dx 

= (I  — 2t0)  J *ii—  / 7=°* 

«/o  (l  -h  *o#)3  (i  H-  ^)2  i/0  (i-h 

On  pourrait  les  intégrer  en  les  décomposant  en  fractions  ration- 
nelles. Mais  on  a un  ellipsoïde  de  révolution  et  il  est  plus  simple 
de  revenir  aux  notations  de  ce  cas  particulier.  On  pose 

T + 

«0 

On  a,  en  remplaçant  i -\-x  par  et  supprimant  des  facteurs 
dans  <L, 

, ( 70N  flX*(l  -’r-X2) 

^ _ rx x2{ i — x2)(i  — V'x2) 

d0 

Or,  on  peut  écrire 


(i  -+-  i2x2y 


dx, 

dx  — o. 


i -f-  3 l2 


A0  — ( i—  **)<p  i 

1 x 2 dx 
l2x'2 


: il*  f + **(.+  /•)  f 

•4  i-M5*2  v„ 

I a?3  ( I — # 2 ) 1 1 
i ( i -t-  i-x-y  |0 


1 3x2  — (5  H-  l2)xi — t2x6 
(i  -+-  ï2x2)3 


dx. 


La  dernière  intégrale  i ^ | est  nulle  aux  deux  limites  et 


^ = o.  Il  vient 

i -f-  3 1'2  , f 1 x2  dx  l — arc  tan®  l 


4P  i - 


• J2#2 


/■ 
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Or,  pour  un  ellipsoïde  de  révolution,  on  a 


7 3 -+-  Z2  3 

h0—  — ^ — arc  tang  Z — 


On  en  tire,  en  éliminant  A0, 

F = arc  tang  Z — Z - 


3 h-  1 3 Z2 


3 — i—  1 4 Z2  h—  3 1* 


Pour  1 = o,  l’expression  du  premier  membre  est  nulle.  Sa  dérivée 
est 

16  Z4(Z2 — i)  (3  Z2-b  i) 

(i  -h  Z2)  (3  -h  i4Z2h-  3 Z*)*  * 

Pour  /<  i,  cette  dérivée  est  d’abord  négative,  puis  positive 
pour  l^>  i.  La  fonction  F,  nulle  pour  1 = o,  est  d’abord  décrois- 
sante et  négative,  puis  pour  î elle  devient  croissante  et  tend 

vers  ^ • Elle  a donc  une  racine  et  une  seule  pour  l >>  i . Cette 

racine  l est  déterminée  par  l’équation  F = o.  En  tenant  compte  de 
la  valeur  correspondante  de  arc  tan gl,  on  obtient 

4Z2 

° “ 3 -f- 1 4 Z2  H-  3 Z4  * 

Les  calculs  donnent 

l0=  1,395,  Z0=  0,3396,  h0=  0,1871. 

Pour  qu’un  ellipsoïde  à trois  axes  soit  possible  comme  figure 
d’équilibre,  il  faut  donc  que  l’expression  —~f0  s0li  inférieure 


à 0,1871.  Cette  valeur  est  plus  petite  que  celle  qui  correspond  au 
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maximum  de  Maclaurin.  C’est  d’ailleurs  un  ellipsoïde  de  révolu- 
tion pour  lequel  l’aplatissement  e serait  voisin  de 

a c a — C , , 

-=1.71,  — = o,ô86,  e — = o , 4 1 4 - 

c a a 

La  courbe  dans  V espace  (Jig-  19)  s’obtiendra  en  prenant  un 
point  R de  la  courbe  précédente  et  en  élevant  une  ordonnée 
RJ  ==  h = 9 (s,  t)t  valeur  essentiellement  positive  : 

a.  h est  symétrique  en  s et  t.  La  courbe  gauche  est  donc  symé- 
trique par  rapport  au  plan  A OS.  Il  suffira  d’en  construire  la 
moitié.  Partons  de  A,  on  a t — o et  s — 1 ; A,  qui  contient  5 et  / 
en  facteur,  est  donc  nul. 

b.  Quand  s croît,  h croît  constamment  jusqu’à  ce  que  s atteigne 
la  valeur  t0. 

Pour  s — t,  on  a /0:=  0,3396;  on  obtient  alors  h — 0,1871. 
C’est  le  maximum  de  A que  nous  représentons  par  le  point  E. 

Pour  avoir  les  ellipsoïdes  qui  correspondent  à une  certaine 
valeur  de  c*>,  il  suffit  alors  de  chercher  sur  la  courbe  les  points 

cotés  h — • Le  plan  horizontal  de  cote  h coupe  la  courbe 

27T/p  r r 

en  deux  points  J'  et  Y symétriques  par  rapport  au  plan  A OS, 
auxquels  correspondent  sur  le  plan  les  deux  points  R'  et  R"  symé- 
triques par  rapport  à OS. 


En  résumé  : i°  La  condition  d’existence  des  ellipsoïdes  de 
Jacobi  est 


tu* 

2x/p 


< o, 1871. 


Tant  que  l’on  a h < h()  —0,187,  à chaque  valeur  de  c*>  correspon- 
dent en  apparence  deux  ellipsoïdes  de  Jacobi;  mais  ces  deux  ellip- 
soïdes sont  identiques,  car  si  la  première  solution  est  s — s'  et  t = t\ 
la  seconde  sera  s — t’  et  t = sr.  C’est  le  même  ellipsoïde  : on  a seu- 
lement permuté  les  axes  de  coordonnées  y et  x.  En  effet,  c ne 
change  pas,  a et  b s’échangent  entre  eux;  l’ellipsoïde  a donc 

tourné  de  ^ autour  de  son  petit  axe. 


20  Si  h = o,  1 87,  il  y a une  solution  pour  laquelle  s=  t — o,33g6. 


APPELL.  — IV. 
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Les  deux  axes  a et  b deviennent  égaux.  L’ellipsoïde  de  Jacobi 
devient,  dans  ce  cas  limite,  un  ellipsoïde  de  révolution  particulier 
que  nous  désignerons  par  E.  C’est  certainement  en  même  temps 
un  ellipsoïde  de  Maclaurin,  puisque  notre  analyse  nous  a donné 
tous  les  ellipsoïdes  de  révolution  qui  peuvent  exister  comme 
figures  d’équilibre.  E a ceci  de  remarquable  que  cet  ellipsoïde 
appartient  aux  deux  séries  d’ellipsoïdes,  ceux  de  Maclaurin  et 
ceux  de  Jacobi.  Il  établit  le  passage  des  uns  aux  autres. 

3°  Si  l’on  a h >>  0,187,  il  n’y  a plus  d’ellipsoïdes  de  Jacobi  pos- 
sibles. 

4°  Que  se  passe-t-il  si  co  tend  vers  zéro?  Dans  le  cas  des  ellip- 
soïdes de  Maclaurin,  nous  avons  trouvé  une  sorte  de  disque  très 
plat  et  de  très  grand  rayon.  Ici,  nous  avons  une  figure  très  diffé- 
rente. En  effet,  pour  c*>  = o,  on  a h — o,  d’où  s = o et  t — 1, 
ou  t = o et  s= :i,  ce  qui  donne  le  même  ellipsoïde.  Or,  si  s est 

nul,  c est  nul.  a est  infini,  b est  nul  et  - tend  vers  un.  Ainsi  donc. 

quand  co  tend  vers  zéro,  le  grand  axe  augmente  indéfiniment,  le 
petit  et  le  moyen  tendent  vers  zéro,  pendant  que  leur  rapport  tend 
vers  l’unité.  La  forme  d’équilibre  est  alors  une  sorte  d’aiguille 
sensiblement  ronde  et  très  allongée.  La  vitesse  angulaire  autour 
de  Oz  est  très  faible. 


22.  Tableau  des  résultats  obtenus  pour  les  ellipsoïdes  : 


w = o 3 figures  limites  : la  sphère,  le  disque  aplati  et 

l’aiguille  allongée. 

a)2  ^ ^ Ig  ( 2 ellipsoïdes  de  Maclaurin. 

27V/p  5 ( 1 ellipsoïde  de  Jacobi.. 

u)2  _ ^ ( 2 ellipsoïdes  de  Maclaurin. 

2 7c/p  ’ J ( i ellipsoïde  de  Jacobi  limite  et  de  révolution. 


o,i87< -7-  <0,224 

2 7c/p 


2 ellipsoïdes  de  Maclaurin. 


-p-  =0,224  1 ellipsoïde  de  Maclaurin  limite. 

2*/p  F 


U)2 

2 7u/p 


> 0,224 


11  n’y  a plus  de  figure  ellipsoïdale  d’équilibre. 


Au  n°  19  {fig.  17),  nous  avons  tracé  la  courbe  qui  représente 
les  ellipsoïdes  de  Maclaurin  en  prenant  pour  variable  l’expression  / 
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définie  ci-dessus.  Pour  rendre  les  résultats  plus  facilement  compa- 
rables avec  ceux  relatifs  aux  ellipsoïdes  de  Jacobi,  prenons  la 
même  variable  s 


La  formule  (55),  qui  représente  les  ellipsoïdes  de  Maclaurin, 
devient 


(64)  h = 0)2  = ,/;:(I~<~2*)arctang*~ 3 ^s(1~  Or 

'17Zf?  (1 s)  \J I — s 


Comnje  la  valeur  de  s reste  comprise  entre  o et  1 , la  courbe  se 
trouve  également  limitée  (fi g.-  20).  Pour  s — 1 , ce  qui  correspond 


Fig.  20é 


à / = o et  à l’origine  pour  la  courbe  de  la  figure  17,  on  a h = o et 
le  point  A,  cas  de  la  sphère.  Pour  5 = 0,  c’est-à-dire  l — 00, 
on  a h = o et  le  point  zéro,  cas  du  disque  aplati.  Le  maximum 
A0  — 0,2.24  a beo  pour  s — o,  i35,  point  Z,  cas  limite.  Pour  une 
valeur  H de  A,  on  aura  deux  points  m!  et  m"  de  la  courbe,  qui 
déterminent  deux  valeurs  p'  et  p"  de  s et  les  deux  aplatissements 
des  deux  ellipsoïdes  de  Maclaurin. 

On  peut  représenter  très  clairement  l’ensemble  de  ces  résultats, 
pour  les  deux  séries  d’ellipsoïdes,  au  moyen  d’un  graphique  ana- 
logue à celui  de  Poincaré  ( Figures  d'équilibre , p.  i63).  11  suffit  de 
reprendre  la  figure  18,  projection  horizontale  de  la  courbe  des  ellip- 
soïdes de  Jacobi.  Les  ellipsoïdes  de  Maclaurin  y sont  représentés 
par  la  bissectrice  OS,  ou  s = £,  qui  est  la  projection  sur  le  plan  tO  s 
de  la  courbe  de  la  figure  20.  Le  point  S représente  le  point  A de 
la  figure  20  pour  s = t = 1 . La  distance  à l’origine  des  points  cor- 
respondants sur  OS  est  seulement  multipliée  par  ^2,  puisque  OS 
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est  ici  la  diagonale  du  carré  dont  le  côté  est  OA  — i,  mais  leur 
ordonnée  donne  la  vraie  valeur  de  s. 

L’ellipsoïde  d’axes  a,  b , c est  donc  représenté  dans  le  plan  tOs 
par  le  point  R de  coordonnée  s et  t , 


Ces  coordonnées  représentent  l’inverse  de  la  racine  carrée  du 
grand  axe  a et  de  l’axe  moyen  b}  si  l’on  prend  l’axe  de  rotation  c 
comme  unité. 

Suivons  les  ellipsoïdes  de  Maclaurin  d’abord  à partir  de  la 
sphère  (fig>  18).  Le*  point  représentatif  se  déplace  sur  OS. 
Pour  co  = o,  on  a la  sphère  c — b = a et  s = t = i . Elle  est 
représentée  par  le  point  S.  Si  l’aplatissement  augmente,  î et  ( 
diminuent  : le  point  figuratif  se  rapproche  de  l’origine,  sur  la 
bissectrice,  dans  la  direction  SO.  Suivons  ensuite  les  ellipsoïdes 
de  Maclaurin  très  aplatis  : s et  t voisins  de  zéro;  pour  co  = o, 
point  zéro.  Si  la  vitesse  augmente,  l’aplatissement  diminue  et  s 
augmente.  Le  point  figuratif  s’éloigne  de  zéro  sur  la  bissectrice. 
Les  deux  points  représentatifs  se  rencontrent  au  point  D pour 
lequel  onai  = o,  1 3 5 , la  valeur  limite  de  h étant  h0  = o,  224. 

La  courbe  des  ellipsoïdes  de  Jacobi  se  projette  en  ABC.  Le 
point  C représente  l’ellipsoïde  de  bifurcation,  qui  est  à la  fois  de 
Maclaurin  et  de  Jacobi,  ellipsoïde  E.  Si,  à partir  de  la  vitesse  cor- 
respondant à t0,  la  vitesse  de  l’ellipsoïde  de  Jacobi  diminue,  l’apla- 
tissement de  sa  section  équatoriale  augmente.  Les  valeurs  de  s et 
de  t diffèrent  de  plus  en  plus.  Le  point  figuratif  décrit  la  courbe  CB 
ou  CA.  A la  limite,  pour  une  aiguille  allongée,  5 = 1 ou  t = 1 , on 
a le  point  A ou  le  point  B. 

Cette  représentation  graphique  des  résultats  sur  le  plan  peut  être 
complétée  par  sa  représentation  dans  l’espace.  Il  suffit  de  prendre 
la  cote  h au-dessus  du  plan  tOs  représentée  par  la  figure  18,  ou 
encore  de  compléter  la  figure  19,  qui  représente  les  jacobiens,  par 
la  courbe  de  la  figure  20,  qui  représente  les  maclaurins,  et  qui  vient 
se  placer  dans  le  plan  bissecteur  de  ^Os,  en  OE0ES  ( fig . 21). 

Les  deux  courbes  AEB  et  OES  décrites  par  le  point  figuratif 
dans  l’espace  fournissent  alors  une  représentation  graphique  com- 
plète des  résultats  acquis  pour  ce  problème.  En  particulier,  la 
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courbe  plane  dont  la  projection  est  la  bissectrice  de  sOt,  est  ana- 
logue à la  courbe  étudiée  dans  le  cas  précédent  (fig . 20),  sans  lui 
être  identique,  comme  on  l’a  vu,  l’unité  choisie  pour  les  abscisses 
n’étant  pas  la  même  et  étant  égale  à celle  de  la  figure  20  multi- 
pliée par  \/~2. 

Fig.  21. 


11  j a deux  points  remarquables  des  courbes  de  l’espace  : le 
point  E,  dont  la  projection  est  G,  où  EG  = 0,187;  et  le  point  E0, 
dont  la  projection  est  D,  où  E0D  ==  o,  224.  La  courbe  décrite  par 
le  point  représentatif  des  ellipsoïdes  de  Jacobi  passe  par  E.  De 
plus,  quand  s ou  t tendent  vers  zéro,  et  par  conséquent  quand  les 
aplatissements  deviennent  infinis,  h tend  vers  zéro.  Ainsi,  la 
courbe  de  l’espace  tend  vers  les  points  A ou  B du  plan  horizontal 
pour  h voisin  de  zéro. 

Nous  avons,  dans  cette  étude  des  figures  ellipsoïdales  d’équi- 
libre, un  premier  exemple  de  deux  idées  introduites  par  Poincaré  : 

i°  Position  d’équilibre  de  bifurcation.  — Le  point  E repré- 
sente une  position  d’équilibre  de  bifurcation  car  on  peut  y arriver 
en  suivant  deux  chemins  différents  : par  des  ellipsoïdes  de  Maclau- 
rin  ou  par  des  ellipsoïdes  de  Jacobi.  On  peut  suivre  pour  cela 
deux  séries  linéaires  de  positions  d’équilibre,  c’est-à-dire  deux 
courbes  à un  seul  paramètre  qui  ont  ce  point  commun. 

Inversement,  en  partant  de  E,  les  ellipsoïdes  d’équilibre  infini- 
ment voisins  sont  de  deux  sortes  : il  y en  a deux  de  Maclaurin  et 
un  de  Jacobi.  On  reconnaîtra,  en  traversant  le  point  E,  qu’on  reste 
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dans  la  même  série  d’ellipsoïdes  si  les  dérivées  des  axes  restent 
continues. 

2°  Position  (P équilibre  limite.  — Le  point  E0  représente  une 
de  ces  positions.  Quand  on  est  arrivé  en  E0,  si  l’on  continuait  à 
faire  croître  co,  la  figure  ellipsoïdale  cesserait  d’exister,  la  figure 
d’équilibre  ne  pourrait  plus  être  un  ellipsoïde. 

23.  Discussion  en  prenant  le  moment  de  rotation  comme  para- 
mètre. — Nous  appelons  ainsi  la  somme  des  moments  des  quan- 
tités de  mouvement  p = Ico  par  rapport  à l’axe  de  rotation.  On 
peut  considérer  ce  moment  comme  donné,  au  lieu  de  la  vitesse  de 
rotation.  La  place  et  Liouville  expliquent  que  c’est  là  le  véritable 
problème  qui  se  pose  en  Mécanique  céleste.  Dans  l’hypothèse  de 
Laplace,  en  effet,  la  planète  est  à l’origine  une  masse  gazeuse  de 
grande  étendue.  Supposons-la  soustraite  aux  actions  extérieures  : 
il  s’y  produit  des  mouvements  internes,  des  courants  plus  ou 
moins  réguliers.  Alors,  la  somme  des  moments  des  quantités  de 
mouvements  prise  par  rapport  à des  axes  passant  par  le  centre  de 
gravité  de  la  masse  est  constante.  Le  moment  cinétique  p a une 
direction  et  une  grandeur  constantes.  Le  plan  perpendiculaire  à 
ce  moment  est  le  plan  du  maximum  des  aires. 

Peu  à peu,  les  mouvements  internes  se  régularisent  et  s’éga- 
lisent par  le  frottement  (ils  ne  sont  pas  encore  rigoureusement 
égalisés  pour  le  Soleil,  Jupiter  et  Saturne).  La  masse  gazeuse  peut 
tendre  alors  à prendre  un  mouvement  d’ensemble  et  à devenir  une 
figure  permanente  en  mouvement.  Si  nous  faisons  l’hypothèse, 
assez  éloignée  de  la  réalité,  que  la  masse  est  homogène,  le  mouve- 
ment permanent  sera  nécessairement  une  rotation  autour  de 
l’axe  Gp. 

Ainsi  on  peut  supposer  qu’au  bout  d’un  temps  très  long  le  corps 
tournera  autour  de  l’axe  Gp  et  la  valeur  de  p n’aura  pas  changé. 
En  choisissant  p comme  paramètre  au  lieu  de  ca,  Laplace  a fait  les 
calculs  dans  le  cas  des  ellipsoïdes  de  révolution  et  Liouville  pour 
les  ellipsoïdes  de  Jacobi  ( Journal  de  Mathématiques , t.  XVI). 

Ellipsoïdes  de  Mac  Laurin.  — Nous  avons  alors 

f=!Ma2  oi2  =.  t* 2 = 25^  1 , . 

5 ’ 2 TC f P 2ïc/pla  4 M2a4  2 TC  f P' 
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De  la  formule  (56),  qui  donne  le  rayon  équatorial  a en  fonction 
de  l et  de  la  masse  M,  tirons  la  valeur  de  a,  la  formule  (55)  don- 
nant l en  fonction  de  co  deviendra 


(67) 


5o P2  /4rcp  V _ + /2)arc  tang  1 — 31 

3/M3  \3  M / “ ; L 


ou 

k = 4 h(  1 H- 


Dans  cette  équation,  le  premier  membre  est  donné  ; nous  le  dési- 
gnons par  k et  nous  construisons  la  courbe  k = <p(/). 

Pour  / = o,  la  courbe  a la  même  allure  que  la  courbe  h précé- 
dente. Pour  les  grandes  valeurs  de  /,  au  contraire,  la  valeur  du 
L 

terme  principal  est  /3,  de  sorte  que  A1  augmente  indéfiniment  avec  t 

k 

sans  passer  par  un  maximum.  D’ailleurs  j tend  vers  zéro  et  la 

courbe  prend  une  allure  parabolique  pour  l très  grand,  avec  la 
concavité  tournée  vers  01. 

Pour  achever  l’élude  de  cette  courbe,  on  prend  la  dérivée 


/\  dk 
di : 


■»-*[. 


arc  tang  l -h  9 


(a/* -+-3)* 


/**  + 
\2l*- 


2 l 


- arc  tang  l 


)] 


Le  dernier  facteur  s’annule  pour  1=  o et  sa  dérivée  est  toujours 
positive.  Ge  terme  est  donc  toujours  croissant  et,  par  conséquent, 

positif.  11  en  est  de  même  de  la  dérivée  ^ et  l’ordonnée  de  la 

courbe  k = cp(/)  est  constamment  croissante. 

On  peut  encore  écrire 

^ = |(i +£*)"»[ 4/A-4-30-H 


et  pour  l — o,  on  a 


h — h'—  o,  d’où  k' — o. 


La  courbe  est  tangente  à l’axe  l à l’origine. 

Il  est,  dès  lors,  facile  d’achever  la  discussion  du  problème.  On 
se  donne  p et  l’on  en  déduit  k.  A chaque  valeur  de  k correspondra 
une  valeur  et  une  seule  de  /,  un  seul  ellipsoïde  d’équilibre.  Il  n’y 
a donc  pas  de  position  d’équilibre  limite,  mais  il  y a toujours  un 
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ellipsoïde  d’équilibre,  quelles  que  soient  les  condilions  initiales. 
Si  k est  très  petit,  on  aura  des  formes  très  voisines  de  la  sphère. 

Pour  la  valeur  llmite  .de  co  dans  la  discussion  précédente,  où 
l’on  avait  /0—  2,53  et  h0  = 0,224,  on  a ici  k 0 — 3,4o.  On  obtient 
l’ellipsoïde  E0,  qui  n’est  plus  un  ellipsoïde  limite  mais  un  ellip- 
soïde quelconque,  en  considérant  le  moment  de  rotation  comme 
paramètre. 

Mais  l’expression  k se  compose  de  deux  quantités  qui  peuvent 
être  considérées  séparément  comme  variables  : le  moment  de  rota- 
tion p et  la  densité  p . Si  on  laisse  p constant,  k représente  la 
variation  par  rapport  à p.  Si  on  laisse  p constant,  k représente  la 
variation  par  rapport  à p. 

Si  nous  considérons  d’abord  la  densité  comme  constante  et  que 
l’on  fasse  croître  progressivement  le  moment  de  rotation,  en  com- 
muniquant à l’ensemble  une  énergie  extérieure,  alors  k croît  indé- 
finiment. Le  point  figuratif  s’éloigne  indéfiniment  sur  la  courbe. 
Par  conséquent,  l et  l’aplatissement  augmentent  constamment. 
L’aplatissement  augmente  même  de  plus  en  plus  vite,  à cause  de 
l’allure  parabolique  de  la  courbe.  A partir  de  E0  le  moment  d’iner- 
tie l,  qui  résulte  de  cet  aplatissement,  augmente  plus  vite  que  le 
moment  de  rotation  p = Ica,  dont  dépend  la  valeur  de  k.  Alors  c*> 
doit  diminuer  à partir  de  cet  ellipsoïde  E0,  comme  on  l’a  vu  dans 
la  première  discussion. 

Considérons  au  contraire  la  densité  comme  variable  et  le  moment 
de  rotation  comme  constant.  C’est  le  cas  de  la  nature  où  un  astre 
se  refroidit  et  se  contracte,  en  conservant  la  même  quantité  de 
mouvement,  celte  contraction  ne  faisant  intervenir  que  les  forces 
intérieures.  Au  début,  l’astre  est  très  dilaté,  p est  très  petit,  k et  / 
également.  La  masse  est  très  peu  aplatie.  On  voit  que  k et  /,  et 
par  conséquent  l’aplatissement,  augmenteront  indéfiniment  avec  p. 
Mais  dans  la  contraction,  la  densité  tend  vers  une  limite,  celle  du 
corps  à o°  (température  absolue),  et  la  masse  tendra  vers  une 
forme  ellipsoïdale  limite  E*. 

Remplaçons,  dans  la  formule  (67),  l en  fonction  de  s;  comme 
dans  la  discussion  précédente,  on  a 
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La  courbe  est  représentée  en  SEM^  (fig.  22).  Les  valeurs  de  k 
sont  portées  sur  l’axe  vertical.  Pour  s = 1 , on  a k = o;  c’est  le 


Fig.  22. 


point  S.  Quand  s décroît,  k croît  constamment  et  l’ordonnée  de  la 
courbe  croît  asymptotiquement  à l’axe  vertical. 

Ellipsoïdes  de  Jacobi.  — On  a,  dans  ce  cas, 


Mc2  5 -i-  t 
st  ’ 


r M . Mc2  fi  i\  Mc2 

w.=  ü!  = (^-Y. 

1 2 M2C4  \5  -h  // 

En  exprimant  c en  fonction  de  s et  t d’après  (63),  on  obtient 
(68)  2 3C/P  ~ 3/M3  \3M  ) 


En  représentant  par  l la  même  expression  que  ci-dessus,  on  a fina- 
lement les  deux  équations  de  conditions,  où  ^ (s,  t)  a la  même 
valeur  que  précédemment,  et  qui  déterminent  s et  t en  fonction 
de  / : 

(69)  * = r-  ?(s,  1),  <\>(s,t)  = o. 

(sty 

Ces  équations  (69)  remplacent  les  équations  (61')  et  (62')  du 
numéro  précédent'. 
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Discussion.  — p.  étant  donné,  k est  donné.  Combien  y a-t-il  de 
solutions  répondant  à une  valeur  de  /? 

Cette  discussion  est  analogue  à celle  du  numéro  précédent.  La 
fonction  qui  est  indépendante  de  « et  de  p,  reste  la  même.  Elle 
détermine  toujours  une  valeur  et  une  seule  de  s pour  chaque 
valeur  de  t.  La  courbe  représentative,  projection  sur  le  plan  5O/ 
de  la  courbe  de  l’espace,  reste  la  même. 

Nous  pouvons  écrire  la  relation  (69-)  entre  h et  A,  d’après  les 
notations  de  Radau,  sous  la  forme 

_ 4_ 

k = p^q  ô h; 

on  obtient 


q '6  dk  = 2 ph  dp  — | />2  ~ dq  -h/)2  dh. 


En  remplaçant  dp  et  dh  par  leurs  valeurs  obtenues  dans  la  dis- 
cussion précédente,  il  vient 


1 dk  r 

9*  = (A0-+-  A)gr  -+■  - <?  B — - A0 


dq 

dr 


- (4  A - 


Les  termes  A0,  A,  B sont  positifs  et  l’on  a démontré 

dq  j dk  ^ 

— < o,  donc  ~r  > o. 

dr  dr 

dk  a le  signe  contraire  de  dh.  Ainsi  k variera  en  sens  inverse  de  h 
par  rapport  à r,  et  par  conséquent  par  rapport  à s et  t. 

On  a,  de  même  que  dans  la  première  discussion  pour  s — t = t0 
et  r — o, 

dp  = dq  = dr  — dh  = dk  = o. 

La  fonction  k est  donc  toujours  croissante  avec  /•  = (s — £)2, 
et  dk  s’annule  pour  r — o.  Donc  k croît  toujours  pour  s variant 
à partir  de  s = t — t0  vers  o ou  1.  Elle  est  minimum  pour 
s — t — . 

D’ailleurs,  en  remplaçant  dr  en  fonction  de  ds  et  dt , on  aurait 


A est  décroissant  pour  s<^tr  croissant  pour  s > 5,  et  minimum 
pour  s = t=t0.  Il  n’a  qu’une  valeur  correspondant  à chaque 
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couple  de  valeurs  de  s et  t.  La  valeur  correspondant  au  minimum  k.0 
est 

_ 2 

ko  = 4^o  * — — i , 53y . 


Enfin,  pour  i = ooui  = o,  on  a k = oo.  La  fonction  croît  indé- 
finiment avec 


k 


r 


x dx 

(i  H-  X)'1 


La  courbe  qui  traduit  cette  variation  est  représentée  figure  22. 
On  construit  d’abord  la  courbe  plane  <{>  (s,  Q = o,  qui  reste  la 
même,  puisque  cette  expression  est  indépendante  de  w,  courbe 
ACB.  Puis  on  construit  la  courbe  A'EB'  qui  représente  les  varia- 
tions de  k en  fonction  de  s et  t . On  étudie  la  variation  de  k quand 
R va  de  A en  B.  Nous  remarquons  d’abord  que  k est  symétrique 
par  rapport  à s et  t.  Donc  /:OS  est  un  plan  de  symétrie. 

En  A on  as  — 1 et  L=  o,  donc  k est  infini.  La  branche  de 
courbe  est  asymptote  à la  parallèle  à O k menée  par  A.  Quand  t 

croît  jusqu’à  la  valeur  t — s = 0,33g,  alors  ~ reste  constamment 

négatif  et  k décroît  constamment  jusqu’à  t _==  t0.  Pour  cette  valeur, 
on  a £ = £0=  1,587.  Il  y a>  en  général,  une  seule  solution.  Les 
deux  points  où  le  plan  horizontal  de  cote  k coupe  la  courbe  gauche 
donnent  deux  ellipsoïdes  identiques. 

Si  k >»  1,537,  1 ellipsoïde  de  Jacobi. 

Si  A*  = 1,537,  1 ellipsoïde  de  Jacobi  limite  et  de  révolution. 

Si  A*  <CT  1 5^37,  plus  d’ellipsoïde  de  Jacobi. 

Le  point  E,  est  pour  l’ensemble  des  ellipsoïdes  de  Jacobi,  une 
position  d’équilibre  limite,  mais  par  rapport  à l’ensemble  des  ellip- 
soïdes d’équilibre,  c’est  une  position  de  bifurcation. 

Si  l’on  fait  croître  le  moment^,  ou  la  densité  p,  le  point  figuratif 
partant  de  S va  suivre  la  courbe  des  ellipsoïdes  de  Maclaurin  et 
remonter  jusqu’en  E.  On  voit  comment  le  point  E appartient  aux 
deux  séries  linéaires  d’ellipsoïdes  et  représente  une  figure  d’équi- 
libre de  bifurcation.  Ainsi  donc,  si  l’on  cherche  les  ellipsoïdes 
d’équilibre  infiniment  voisins  de  E et  répondant  à de  petites  varia- 
tions de  a),  on  trouve  soit  des  ellipsoïdes  de  Maclaurin,  soit  des 
ellipsoïdes  de  Jacobi.  Pour  une  valeur  de  p.  ou  de  p,  plus  grande 
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que  celle  qui  correspond  à E,  on  aura  deux  figures  ellipsoïdales 
d’équilibre  possibles,  l’une  de  révolution,  l’autre  à trois  axes. 

Il  faut  retenir  de  l’ensemble  de  cette  discussion  que  si  Von  se 
donne  le  moment  de  rotation , il  y a toujours  une  figure  ellip- 
soïdale d’équilibre  possible , ou  deux  au  plus. 

Ces  résultats  classiques  ont  été  longtemps  les  seuls  résultats 
connus.  Gomme  on  l’a  vu,  Tait  et  Thomson  ont  bien  donné  quel- 
ques indications  nouvelles,  mais  il  faut  arriver  à Poincaré  pour 
trouver  de  nouveaux  résultats  et  de  nouvelles  figures  d’équilibre. 

23  bis.  Discussion  en  considérant  le  moment  de  rotation  comme 
constant  et  le  grand  axe  comme  variable.  — Dans  la  discussion 
précédente,  l’expression  k contient  le  moment  de  rotation  p et  la 
densité  p.  Or,  on  doit  faire  varier  p de  o à l’infini  pour  obtenir 
tout  le  champ  de  la  variation.  Il  serait  plus  intéressant  d’avoir  la 
variation  du  grand  axe  de  l'ellipsoïde  dans  la  contraction.  Nous 
allons  voir  qu’il  tend  vers  une  valeur  finie  (A.  Véron  net,  Comptes 
rendus , t.  169,  p.  328,  et  Journal  de  Mathématiques , 1919). 

Pour  les  maclaurins  on  a,  d’après  la  formule  (56), 

/ 4 3cp\*f  (l-hlïf 

\ 3 M ) a 

d’où,  en  substituant  dans  (67), 


5°  {JL2  , /- 

rfWâ  = \h'‘ 


— f—  /“  — 4 yl-i-P 


^(3  -h  l- ) arc  tang/  — 3 / 


/3 


C’est  cette  expression  g — \ h y/ 1 -b  l-  que  nous  allons  considérer 
à la  place  de  k. 

Pour  1 = o,  on  a g — o comme  h — o et  pour  l = 00,  on  a 
g=2Tz.  En  prenant  la  dérivée  par  rapport  à l,  on  obtient 


dl 


■ il 1 / 9 


p V9-+-7 1- 


l — arc  tang  l 


)■ 


Cette  expression  est  toujours  positive  et  g est  toujours  croissant 
de  o à 27r,  quand  l croît  de  o à ce.  En  effet,  pour  / = o,  l’expres- 

8 

sion  entre  crochets  tend  vers  lh  en  négligeant  V et  sa  dérivée 


CHAPITRE  III.  — ELLIPSOÏDES  DE  MACLAURIN  ET  DE  JACOB!. 


qui  est 

9 4 /2  54  12  1 _ ■ 24 28  Ie- 

9 -+-  7 1~  ~ (9  -+-  7**)*  ~ 1 h-  ~ (9  -+-  7^)Hi+ 

reste  toujours  positive. 

Si  Ton  exprime  l en  fonction  de  s et  que  l’on  prenne  s comme 
variable,  la  variation  sera  représentée  par  SEM  (fig>  23).  Pour  l=o 


Fig.  23. 


on  a s — 1 et  le  point  S qui  représente  la  sphère.  Pour  / = 00,  on  a 
5 = 0 et  le  point  M où  g = 2n  qui  représente  le  disque  aplati. 
L’ellipsoïde  E0  a pour  coordonnées  s = o,  1 35  et  g = 2,436. 

Pour  de  faibles  aplatissements  nous  avons,  en  développant  et 
négligeant 

g — 1-+-  l*  = • ou  + 

0 v i5  0 i5 

La  valeur  de  g est  sensiblement  égale  à 2e  pour  de  faibles  apla- 
tissements. En  tenant  compte  de  la  valeur  ci-dessus  de  g , fonction 
de  p.  et  de  a,  on  peut  écrire,  pour  de  faibles  aplatissements, 

U.2 

- — = const.  ou  ae  — const. 

ae 

si  l’on  fait  p.  constant. 

Ainsi,  pour  de  faibles  aplatissements  et  dans  le  cas  où  le  moment 
de  rotation  reste  constant,  l’aplatissement  varie  en  raison  inverse 
du  rayon  équatorial  et  réciproquement.  Pour  la  Terre,  par  exemple, 
il  faudra  qu’elle  se  contractejusqu’à  un  rayon  moitié  moindre  pour 
que  son  aplatissement  devienne  double  de  ce  qu’il  est  actuelle- 
ment. 11  serait  encore  très  petit  et  voisin  de  La  densité  du 
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globe  serait  alors  huit  fois  plus  grande,  soit  44  fois  celle  de  l’eau. 
L’aplatissement  de  la  Terre  ne  pourrait  donc  pas  même  atteindre 
cette  limite. 

Soient  M7,  r,  co'  la  masse,  la  distance  et  la  vitesse  de  rotation  de 
la  Lune,  le  moment  de  rotation  du  système  Terre-Lune  sera 


|j.'  = I'cof  ■=  - Ma2œ -h  = 4 582(jl. 


Supposons  les  deux  masses  réunies  en  une  seule  avec  leur  quan- 
tité de  mouvement  totale.  On  peut  négliger  l’accroissement  de  I et 
de  a.  On  aura 


U2  I 

— = const. , — ; 

e e 


297 

4,8a* 


12,4- 


L’aplatissement  no  serait  encore  que  de  de  l’ordre  de  celui 

de  Jupiter.  Nous  serions  très  loin  d’un  dédoublement  possible, 
même  avec  un  rayon  moitié  moindre.  En  supposant  la  Terre  homo- 
gène, on  aurait 

1 * 1 

— = 23i  et  — = 10,0. 

e 


Considérons,  au  contraire,  de  très  grands  aplatissements , 
avec  p constant;  la  valeur  de  g montre  que  a,  qui  varie  en  sens 
inverse,  tend  avec  g vers  une  limite  qui  est 

_ 25  [JL2 

a°  - 3/m  'V.  ‘ 


Le  rayon  équatorial  décroît  donc  constamment  dans  la  contrac- 
tion jusqu’à  la  valeur  a0,  atteinte  par  un  disque  aplati  de  densité 
infinie. 

On  a obtenu  plus  haut  pour  les  faibles  aplatissements 


25  [JL2  _ 16 

3fW*  ^ ~ Yôe 


On  a donc  pour  la  Terre,  supposée  homogène,  pour  que  la 
limite  2n  soit  applicable, 


a 

a0 


15  x 

16  e 


680. 


Le  rayon  de  la  Terre  à la  limite  de  contraction  devrait  être  ainsi 
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e 700  fois  plus  petit.  Notre  globe  serait  réduit  à un  disque 
4 de  rayon  avec  densité  infinie. 

, d’ailleurs, 

\ p.  = Ioj  = - Ma2 co  = const. 

! 

La  vitesse  de  rotation  varierait  en  raison  inverse  de  a2.  Elle 
serait  462000  fois  plus  grande  qu’actuellement.  Le  disque  ferait 
5,35  tours  par  seconde. 

On  a pour  l’attraction  dans  le  plan  équatorial,  à la  distance  r où 
l’attraction  est  F (elle  est  proportionnelle  à r comme  la  force  cen- 
trifuge elle-même), 

7 = 2 "/P  (arc  tang  / - ) , 

et,  d’ailleurs,  on  a 

o>2  __  (3  ~h  l2)  arc  tang£  — 3/ 

2*/p  ~ & 

Le  rapport  de  la  force  centrifuge  à V attraction  dans  le  plan 
équatorial  est  donc 

w2  r __  (3  -h  Z2)  arc  tang  l — 3 l 2(1  — arctang/) 

F ~ (1  -+-  Z2)  arc  tang  Z — l (1  -+-  /2)  arc  tang/  — l 

Le  dernier  terme  est  égal  à 1 pour  /==  o,  cas  de  la  sphère.  11  est 
égal  à o pour  l — 00,  cas  du  disque  aplati.  Il  est  toujours  décrois- 
sant. La  force  centrifuge  est  donc  toujours  plus  petite  que  l’attrac- 
tion dans  un  ellipsoïde  homogène  de  révolution  en  équilibre.  [Il 
en  est  de  même,  d’ailleurs,  pour  un  ellipsoïde  hétérogène.  Voir 
A.  Véronnet,  Rotation  de  V elliosoïde  hétérogène  et  figure 
exacte  de  la  Terre  ( Jour  11 . de  Math .,  1912,  p.  378).] 

Ainsi,  la  force  centrifuge  tend  à équilibrer  l’attraction  à l’équa- 
teur à mesure  que  l’ellipsoïde  s’aplatit.  Il  y aurait  équilibre  entre 
ces  deux  forces  à la  limite,  quand  on  a un  disque  aplati.  Les  molé- 
cules, à la  surface  et  à l’intérieur  n’exercent  plus  aucune  pression 
les  unes  sur  les  autres. 

Pour  les  ellipsoïdes  deJacobi  à trois  axes,  on  obtient  de  même 
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la  formule  suivante  en  remplaçant,  dans  k,  p en  fonction  de  a 

oo  p.2  _ ; s3  (s  -h  t)-  h 

8 ~ 57®  « ~ J = 7 !' 


On  ne  peut  pas  démontrer  que  cette  expression,  à partir  de 
,s0  =i0,  est  toujours  décroissante  comme  h ou  toujours  croissante 
comme  k.  Les  calculs  numériques  montrent  que  cette  expression 
est  d’abord  décroissante,  passe  par  un  minimum,  puis  redevient 
croissante. 

Elle  tend  logarithmiquement  vers  l'infini  quand  s tend  vers  o. 
En  effet,  dans  l’expression  de  g faisons  s = o et  t = 1 , on  a 

__  (5  + i)2  x(i  -+-  x)  dx  __  C * x d x 

g ~ sjt  J 0 & ~Jo  O-’-*)*’ 

expression  qui  donne  immédiatement  une  valeur  infinie  pour  g. 

Gomme  g augmente  indéfiniment,  le  grand  axe  a,  qui  varie  en 
raison  inverse  de  g , tendra  vers  o.  L’ellipsoïde  de  Jacobi  ne  ten- 
dra pas  vers  une  figure  limite.  Il  prendra  la  forme  d’un  ellipsoïde 
de  plus  en  plus  allongé,  mais  de  dimensions  indéfiniment  décrois- 
santes. 

On  peut  obtenir  de  g une  expression  approchée  pour  s très 
petit.  En  faisant  t = 1 et  conservant  s,  on  a 


jC  * x dx 

0 0 *)* 


Posons 


- SX )2 


d’où  x — 


On  peut  écrire,  à un  terme  très  petit  en  ^ près, 


-(i-s)z* 

S Z2 


■ l 2 Z 2 


I -t-  l'2  = - = 


a2 


On  obtient 


_2_  r * i*z* 

\JsJq  1 


dz  = 


T 1 -h  Iz 
L 1—  Iz 


— a. 
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en  fanant  dans  les  calculs  de  la  valeur  aux  limites, 

l \J  S = ^ I — 5=1  — ^ 5.  . . . 

L’attraction  à l’extrémité  du  grand  axe  a,  dans  un  ellipsoïde  à 
trois  axes,  est  donnée  au  n°  20.  Si  l’on  fait  dans  cette  formule 
X — c2x  et  que  l’on  introduise  s et  t , comme  il  est  indiqué  pour 
on  obtient 

dx 


P =—  - = 2 7 Xfo  f 


(i  -+-  s#)A 


En  faisant  ici  t = i et  la  même  transformation  de  z2  pour  s très 
petit,  on  obtient 

p =-5  = ,*/^-,). 

On  a bien  encore  ici  à la  limite 


=T  = I- 

G’est-à-dire  qu’il  y a égalité  entre  la  force  centrifuge  et  l’attrac- 
tion. 

G. -H.  Darwin  a calculé  la  valeur  de  h correspondant  aux  ellip- 
soïdes de  Jacobi  pour  différentes  valeurs  de  s.  On  peut  en  déduire 
celles  de  g et  de  a,  puis  de  b et  de  c.  Ces  valeurs  sont  indiquées 
dans  le  tableau  suivant  : 


S.  . . 

o,34o 

0,296 

0,200 

0,178 

0,117 

0,066 

o 

,o3o 

0,008 

0 

t.. . 

o,34o 

o,384 

o,438 

o,536 

o,64o 

0,748 

0. 

,853 

o,944 

1 

p... 

1,00 

1 ,06 

1,21 

2,04 

4,73 

16,2 

88. 

,5 

1370 

00 

h . . 

o,  187 

0,186 

0, 181 

0, 166 

0 , 1 4 1 

0,107 

o. 

,066 

0,026 

0 

k . . 

1 ,537 

1 ,56i 

1,629 

1,935 

2,565 

3 ,36o 

6; 

,812 

1 7 , °2 

00 

0 • • 

1,276 

1,220 

1,178 

1,208 

1 ,35o 

i,643 

2; 

.177 

3, 368 

00 

a . . 

I ,000 

1,046 

1 ,o83 

1 ,o56 

0,945 

0,776 

,586 

0,379 

0 

b . . 

1 ,000 

0,918 

0,819 

0,609 

0,404 

0,184 

O . 

, 108 

o,o34 

0 

c... 

0,583 

0,669 

0,542 

0,446 

o,323 

0, 160 

O, 

, 102 

o,o33 

0 

La  figure  24  donne  la  courbe  des  g avec  s comme  abscisse.  G’est 
la  projection  sur  le  plan  gOs  de  la  courbe  de  l’espace.  Les  valeurs 
de  s pour  s >*  t0  sont  les  mêmes  que  celle  du  tableau.  La  courbe 
SJM  est  celle  des  Maclaurin,  limitée  en  M pour  g — 2tt.  La 


APPEL!.. 


IV. 
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courbe  des  Jacobi,  à partir  du  point  de  bifurcation  J,  décroit 
jusqu’à  un  minimum  gs  en  et  m\ , puis  croît  indéfiniment. 


Fig.  24. 


Si  l’on  a g0<C  g <C  2.71,  Par  exemple  le  point  B,,  la  parallèle 
à OS  rencontre  la  courbe  des  Maelaurin  en  M,,  ce  qui  détermine 
l’ellipsoïde  de  révolution  qui  est  figure  d’équilibre.  Elle  rencontre 
également  la  courbe  des  Jacobi  en  deux  points  J,  et  J'  qui  déter- 
minent les  deux  aplatissements 

si  = OPi  et  tt  = OP', 

de  l’ellipsoïde  de  Jacobi  qui  est  également  figure  d’équilibre. 

Si  l’on  a g ■>  an,  il  J a toujours  un  Jacobi  comme  figure  d’équi- 
libre, il  n’y  a plus  de  Maelaurin.  Si  g <C  g\ , il  y a un  Maelaurin 
et  plus  de  Jacobi. 

Enfin,  si  l’on  a gx  < g <<  g0 , la  courbe  des  Jacobi  est  rencon- 
trée en  quatre  points.  Il  J a deux  ellipsoïdes  de  Jacobi  et  un  de 
Maelaurin  comme  figure  d’équilibre. 

La  figure  25  donne  les  courbes  représentatives  des  axes  des 
Maelaurin  en  traits  forts  et  des  trois  axes  de  Jacobi  en  traits  fins, 
à partir  du  point  de  bifurcation  JJ*.  Les  valeurs  de  s sont  en 
ordonnées,  celles  des  axes  en  abscisses.  Le  grand  axe  a\  b ' du 
Maelaurin  décroît  jusqu’à  une  valeur  limite  A0,  celle  du  disque. 
Tous  les  autres  tendent  vers  O.  Au  point  J,  le  grand  axe  des 


\ 
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Jacobi  croît  d'abord  jusqu’à  un  maximum  A,  pour  décroître 
ensuit^.  Les  deux  axes  b et  c se  rejoignent  pour  tendre  vers  O. 


Fig.  25. 


Les  courbes  en  pointillé  représentent  la  variation  des  mêmes  axes 

en  fonction  de  - au  lieu  de  s,  c’est-à-dire  en  fonction  de  la  con- 
P 

traction  au  lieu  de  l’aplatissement.  L’allure  des  courbes  reste  la 
même.  Ceci  était  à prévoir,  car  p varie  toujours  en  raison  inverse 
de  s d’après  l’étude  de  k. 

Remarque . — Le  point  figuratif  correspondant  à la  Terre,  en 
lui  ajoutant  la  Lune  et  son  moment  de  rotation,  serait  le  point  L 
( fig . 24),  au  voisinage  de  5 = 0,8.  Il  est  très  loin  des  points  de 
bifurcation.  Il  l’était  plus  encore  dans  le  passé,  et  la  Lune  n’a  pas 
pu  se  former  par  dédoublement. 

On  peut  d’ailleurs,  au  moyen  de  l’expression  de  g , établir  une 
conditition  pour  qu’un  système  double  puisse  provenir  par  rupture 
d’une  masse  unique.  En  désignant  par  r,  et  la  distance  des 
masses  M et  m à leur  centre  de  gravité,  et  en  considérant  les 
orbites  comme  circulaires 


r = r14-r2,  M r±  — mr2 


ou  (M  -t-  m)r±  = mr, 
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jjl  = p. 2 = ( M + mr|)u)  = 

En  remplaçant  ici  f'i  par  sa  valeur  en  fonction  de  on  i 

Mm' 

fi  = u>r2. 

r M -j-  m 

La  loi  de  Képler  peut  s’écrire 

(.O  - r3  = / ( M H - m ) . 

Il  vient  alors,  en  désignant  le  rapport  des  masses  par  a. 

M2m2 


'v=/ 


M -f-  m 


;/  M», 


expression  du  moment  de  rotation  indépendante  dew.  Cette  valeur 
portée  dans  g (p.  76)  donne 

5o  a2  r 
^ 3 1 -h  a a 

Il  est  facile  de  voir  que  dans  le  fractionnement  d'un  ellipsoïde, 
r étant  la  distance  du  centre  de  gravité  des  deux  composantes, 
on  a-a<r<^a  suivant  que  le  fractionnement  se  produirait  au 
milieu,  à une  extrémité  ou  en  un  point  intermédiaire.  Considérons 
le  grand  axe  de  l’ellipsoïde  de  bifurcation  E qui  donne  naissance 
aux  figures  piriformes.  Comme  il  faut  que  la  masse  se  contracte 
encore  pour  arriver  à une  rupture,  on  a nécessairement  r <^a.  On 
a de  plus  g — 1 , 35  pour  cet  ellipsoïde  de  bifurcation.  On  en  déduit 

a2  _ 3#  a _ m __  „ 

i+a  “ 5o  ’ “ ~ M “ °’  ' 

Le  rapport  des  composantes  doit  être  plus  grand  que  y Leurs 
masses  doivent  être  du  même  ordre  et  assez  voisines. 

Au  moment  de  la  rupture,  il  y a égalité  entre  la  force  centrifuge 
et  l’attraction.  Les  orbites  doivent  être  circulaires.  Dans  le  cas 
général,  on  admet  qu’elles  ne  le  sont  pas.  Le  moment  de  rotation  ju 
serait  défini,  au  lieu  de  co/*2,  par  la  constante  des  aires.  On  aurait, 
a 1 et  a2  étant  les  grands  axes, 

: ^ » — «» , 


2 7Z  . „ , 

fr  = — (M  axbx 


■ mci<*b<>)  = : 


(M  a\  -+-  ma\). 
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La  même  transformation  que  ci-dessus  donnerait 

Mm  2 îc v i — e2  . 

t ’ « = «*+" 

La  loi  de  Répler  donne  ensuite 


4^  =/(M  + m), 


£ — D 


a'(i  — e2) 


3-  i - 


C’est  une  formule  analogue  à la  précédente,  où  r est  remplacé 
par  a (i  — e1). 

Pour  qu’il  y ait  dédoublement,  il  faut  que  la  force  centrifuge 
tende  à égaler  l’attraction  avant  que  l’une  des  dimensions  de  la 
ligure  d’équilibre  devienne  nulle.  Dans  les  ellipsoïdes  de 
Maclaurin,  une  seule  dimension  devient  nulle  à la  limite  pour  le 
disque  aplati.  Dans  les  ellipsoïdes  de  Jacobi,  les  trois  dimensions 
deviennent  nulles  quand  la  force  centrifuge  tend  à égaler  l’attrac- 
tion. En  bifurquant  vers  les  Jacobi,  on  s’éloigne  donc  de  la  condi- 
tion. Il  semble  qu’il  faille  chercher  du  côté  des  ellipsoïdes  de 
bifurcation  des  Maclaurin,  que  nous  étudions  plus  loin,  dont  le 
premier  aboutirait  à l’anneau  de  Plateau  [A.  Véronjnet,  Varia- 
tion du  grand  axe  dans  les  figures  ellipsoïdales  d’ équilibre 
(. Journal  de  Mathématiques , 1919)]. 


Remarque . — On  a supposé  ici  que  la  masse  tourne  tout  d’une 
pièce,  la  vitesse  de  rotation  co  étant  constante.  Si  l’on  suppose  au 
contraire  que  la  vitesse  de  rotation  n’est  pas  la  même  en  tous  les 
points,  l’équation  différentielle  de  la  page  4b,  qui  traduit  les  con- 
ditions de  l’équilibre  hydrostatique,  montre  que  le  dernier  terme 
c ù2 (x  dx y dy)  doit  être  une  différentielle  exacte,  comme  les 
deux  autres.  Pour  que  l’équilibre  hydrostatique  soit  conservé,  il 
faut  alors  que  co  soit  uniquement  fonction  de  la  distance  à l’axe  de 
rotation.  Elle  est  la  même  pour  toutes  les  molécules  situées  à la 
même  distance  de  l’axe.  Les  figures  d équilibré  ne  peuvent  plus 
être  des  ellipsoïdes,  d’après  la  discussion  du  numéro  suivant,  où 
o32  serait  une  fonction  de  *r2-J -y2.  Cette  démonstration  subsiste 
dans  le  cas  d’une  masse  hétérogène  (A.  Vékonnet,  Comptes 
rendus -,  t.  183,  1926,  p,  949)- 
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CHAPITRE  IV. 

FONCTIONS  DIVERSES. 

CALCULS  ET  RÉSULTATS  PRÉLIMINAIRES. 


24.  Choix  d’unités  de  Poincaré.  — Pour  simplifier,  Poiucaré 
fait  dans  ses  Mémoires  f — i elp  = i.  Il  faut. étudier  d’un  peu  plus 
près  le  choix  d’unités  auquel  ces  simplifications  correspondent. 
Nous  allons  voir  que  cela  revient  à faire  choix  d’un  système  parti- 
culier d’unités  où  l’unité  de  longueur  reste  arbitraire  et  où  l’unité 
de  masse  est  fonction  de  l’unité  de  longueur. 

Cherchons  d’abord  les  dimensions  de /.  On  a 


mm' 

F=/^r> 


/ = 


F 


r2 

mm 


Faisons  un  changement  d’unités  en  prenant  une  unité  de  lon- 
gueur X fois  plus  petite,  une  unité  de  temps  t fois  plus  petite,  une 
unité  de  masse  fi  fois  plus  petite.  Désignons  par  l’indice  i les 
nouvelles  valeurs  des  quantités  considérées,  on  a (la  force  étant  le 
produit  d'une  masse  par  une  accélération) 

mt=  [im,  = X r,  Ft=F^* 


Le  nouveau  coefficient  d’attraction  sera  lié  à l’ancien  par  la 
relation 

Xu  X2  r2  F r-  X3  X3 

J i — f — — f = } — ^ — J — -,  • 

t2  {jl 2 mm  mm  px2  ;jlt2 


Prenons  maintenant  une  unité  de  longueur  arbitraire,  une  unité 
de  masse  constituée  par  le  cube  unité  formé  du  liquide  homogène 
considéré.  On  aura  bien  alors  p=.i,  puisque  la  masse  de  l’unité 
de  volume  est  i . Il  y a entre  X et  p une  relation  évidente  dans  ce 
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cas.  Si  l’unité  de  longueur  devient  1 fois  plus  petite,  l’unité  de 
masse  devient  fois  plus  petite,  donc  p = 2t3  et  il  vient 


Prenons  encore  une  unité  de  temps  définie  comme  l’a  fait 
M.  Lippmann  ( Comptes  rendus , 8 mai  1899).  Quand  on  prend 
pour  unité  de  temps  la  seconde,  on  a f — • Avec  les  hypo- 

thèses précédentes,  en  faisant  maintenant  un  changement  d’unité 
de  temps,  on  trouve  f — ~ • Pour  que  / devienne  égal  à 1 . 

il  suffit  que  z soit  386a  fois  plus  petit  ou  que  la  nouvelle  unité  soit 
3802  fois  plus  grande,  c’est-à-dire  égale  à 3802®  — ih4m 22%  valeur 
très  voisine  de  l’heure.  Lippmann  appelle  cette  nouvelle  unité  de 
temps  Y heure  naturelle.  Elle  est  indépendante  de  la  rotation  de 
la  Terre  et  de  sa  variation  possible.  Elle  est  aussi  constante  que  la 
constante  même  de  l’attraction  et  peut  se  déterminer  par  des 
expériences  purement  physiques. 

Dans  ce  système  d'unités,  on  aura  pour  les  dimensions  du 
moment  d’inertie,  du  potentiel  et  de  l’énergie,  par  rapport  à 
l’unité  de  longueur  qui  reste  seule  arbitraire, 


25.  Équations  fonctionnelles.  — On  a cherché,  de  diverses 
manières,  à former  des  équations  fonctionnelles  pour  le  problème 
qui  nous  occupe. 

Nous  supposons  p = 1 eif=i.  La  masse  donnée  tourne  autour 
de  O.*,  les  axes  O x et  O y sont  entraînés  dans  la  rotation.  L’équa- 
tion différentielle  du  problème  et  son  intégrale  sont 

dp  — cTV  -{-  ü)2(;r  dx  -h  y dy),  p — p0 .=  Y h-  o>2(x2  -t-  jk2)  -+-  K; 

p0  est  la  pression  à la  surface  libre.  Elle  est  constante  ou  nulle. 
Posons 

p — Po=  ?(#,  y,  z). 

À l’intérieur  du  corps,  puis  à la  surface,  nous  avons 

: v>  z)  > °>  y,  z)  = o. 
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Cette  fonction  9(47,  y,  z ) peut  être  prolongée  analytiquement 
à l’extérieur  du  volume.  Il  suffit  pour  cela  de  prolonger  à l’exté- 
rieur la  fonction  V,  qui  représente  le  potentiel,  en  conservant  la 
continuité  de  ses  dérivées  secondes.  Mais  il  est  évident  alors  que 
cette  fonction  prolongée  ne  représentera  plus  le  potentiel  à l’exté- 
rieur. Par  exemple,  le  potentiel  en  un  point  intérieur  de  la  sphère 
de  rayon  a est 


Cette  fonction  reste  parfaitement  déterminée,  même  quand  on 
suppose  c’est  ce  que  nous  appelons  le  prolongement  de  la 

fonction  intérieure.  Pour  /•'>«,  elle  ne  représentera  plus  le 
potentiel. 

La  fonction  9(3?,  y,  z)  est  définie  partout  et,  à cause  de  la  con- 
tinuité, elle  est  négative  à l’extérieur.  L’équation 


l’intégrale  étant  étendue  à tout  le  domaine  où  9 (a,  6,  c ) est 
positif  ou  nul,  est  une  équation  fonctionnelle.  Elle  est  assez  com- 
pliquée, car  la  fonction  9 qu’elle  détermine  figure  explicitement 
dans  l’équation  et  entre  de  plus  dans  les  limites  d’intégration.  La 
valeur  de  la  constante  K se  détermine  après  coup,  en  écrivant  que 
le  volume  est  donné. 

On  peut,  en  employant  un  artifice  du  à Lejeune-Dirichlet 
( Journal  de  Mathématiques , t.  VI),  trouver  une  nouvelle  équa- 
tion fonctionnelle,  dans  laquelle  9 figure  explicitement  sous  les 
signes  d’intégration,  avec  des  limites  d’intégration  constantes. 

On  considère  pour  cela  des  intégrales  définies  qui  dépendent 
d’un  paramètre  et  qui  jouissent  de  la  propriété  suivante.  Soit 


V = 2 7ca’2 — ^ 7ur2, 


(71) 


>-///; 


da  db  de 


y /(a?  — a)2 -b  (y  — 6)2-b  (z  — c)2 


Si  u^>  o,  on  a I ==  1 ; et  si  u < o,  on  a I = o.  On  peut  en  former 
par  les  procédés  élémentaires,  et,  dans  son  Mémoire,  Dirichlet  en 
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indique  plusieurs  formes.  On  a,  par  exemple, 

. r~^dt=± 

JC  ^ t 


suivant  que  u > o ou  u < o.  Pour  former  alors  une  intégrale  telle 
que  I(m),  il  suffit  de  prendre 


(72> 


l(“) 


i / sin ut  sin£ \ 

J _"  \ t 4 t ) 


dt. 


Si  «>o.  les  deux  termes  de  l’intégrale  sont  égaux  à tc  et  I(w)  = i . 
Si  u o,  le  premier  terme  est  égal  à — 1 et  le  second  à -f-  i ; on 
a I( u)  = o. 

L’inlroduction  des  intégrales  de  ce  genre  permet  d’écrire, 
l’équation  fonctionnelle  précédente  sous  la  forme 


(73) 


?(*,  y,  *)  = 


C C C C b,  c );  t]dadbdcdl 
J J J J A'x~  «)2+(r  — b)*-h(z  — c)* 


o)-  . „ . .. 

-h  — (.z^-f-y2)  H- k. 


Les  deux  équations  sont  bien  identiques,  comme  il  est  facile  de  le 
voir,  en  commençant  l’intégration  par  rapport  à t.  C’est  seulement 
pour  le  domaine  où  cp(a,  b c)>o  que  l’intégrale  n’est  pas  nulle. 

Ainsi,  la  fonction  c p figure  explicitement  sous  le  signe  somme 
et  les  limites  d’intégration  sont  devenues  constantes.  Néanmoins, 
l’équation  fonctionnelle  ainsi  obtenue  est  encore  très  compliquée, 
même  avec  les  formes  les  plus  simples  de  f. 

En  écrivant  ensuite  <p(#,  y,  z)  = o,  on  aura  l’équation  de  la 
surface  libre. 


26.  Équations  intégro-différentielles.  — On  a aussi  cherché 
dans  une  autre  voie  en  essayant  de  former  des  équations  où 
figurent  le  signe  somme  et  les  signes  de  différentiation.  Pour 
arriver  à ces  équations,  nous  allons  donner  une  expression  remar- 
quable du  potentiel  due  à Gauss. 

Soient  a , 6,  c l’élément  attirant  M et  P(#,  y,  z)  un  point  fixe 
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intérieur  à la  masse  attirante  ( fig . 26).  Le  potentiel  en  P est 


da  db  de 


xy  H-  (b  —yY  H-  (c  — zY 


Fig.  26. 


Considérons  le  vecteur  dont  les  composantes  sont 


(75) 


A = 


B = ib^ZZ, 


G = • 


Sa  divergence  est  égale  à en  effet,  on  a 

dA  __  1 (a  — xY  dA  dB  dG  __  3 1 1 1 _ 1 

da  ~~  2 r 2 r3  ’ da  db  de  2 r 2 r r 


Comme  P est  intérieur  à T,  le  vecteur  A,  B,  C,  n’est  plus  défini 
au  point  P lui-même,  car  sa  grandeur  et  sa  direction  deviennent 
indéterminées.  Entourons  alors  le  point  P d’une  petite  sphère  de 
centre  P.  Soient  t son  volume  et  s sa  surface.  Appliquons  mainte- 
nant Ja  formule  de  Green  au  volume  T — t compris  entre  S et  s ; 
oq  a 


///,(£ 


dB 

db 


<^)ch=f  fs  (A*H-Bp-I-C7)efo. 


r r r <t=ff  <2. 

\)  J J j t r s 


— a?) -h  — y) -h  y(c  — z) 


d's. 


Considérons  la  dernière  intégrale  appliquée  seulement  à Ja 
sphère  s.  Soit  r le  rayon  de  cette  sphère,  soit  diù  l’élément  de  sur- 
face de  la  sphère  de  rayon  1 et  de  centre  P qui  correspond  à da\ 
on  a da  — r 2 dio,  et  l’intégrale  devient 

r JJ  [a(a  — ' r)  -h  0(6  —y)  -t-  y (c  — z)]  do). 
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Elle  tend  vers  zéro  avec  r,  car  l'élément  différentiel  reste  fini. 
D’autre  part,  le  premier  membre  de  l’équation  ci-dessus  tend  vers 
le  potentiel  V quand  t tend  vers  zéro.  On  a donc 


(76) 


■-i/X- 


t(a  — a:)-h  (3(P—  7)  H-  y(c  — z) 


da. 


On  peut  donner  facilement  une  interprétation  géométrique 
de  la  quantité  placée  sous  le  signe  somme . En  effet,  a,  (3,  y sont 
les  cosinus  directeurs  de  la  normale  extérieure  AN  à l’élément  da. 
Les  valeurs  2 A,  2 B,  2 G sont  les  cosinus  directeurs  de  la  direc- 
tion PM.  En  appelant  rn  l’angle  de  ces  deux  directions,  on  a donc 


C0S(/7i) ; 


a(q  — x)-h  ,3(6—  y)-hy(c  — z) 


v - 


i/f. 


cos  (rn  ) drr. 


Supposons  maintenant  que  la  surface  soit  celle  de  notre  fluide 
en  équilibre  relatif;  l’équation  de  cette  surface  est 


P —Pô  = V -4-  — (^2-+-jk2)  - 


K, 


-(^-hjr2)  = C. 


Prenons  notre  point  P sur  la  surface  libre,  et  remplaçons  V par 
sa  valeur  trouvée  ci-dessus;  il  vient 


(77) 


«O  — x)-+-  P(6—  r)  + y(c  — z)  ^ 
s/ ( a — (6  — y)2 -h  (c  — z )- 


O)2 


G. 


G’est  là  une  équation  fonctionnelle  où  entrent  sous  le  signe  somme 
la  fonction  inconnue  et  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
c’est-à-dire  une  équation  intégro-différentielle.  Prenons,  par 
exemple,  z = f(%,  y)  pour  l’équation  de  la  surface  libre.  On  a 
c — /(a,  b ),  où /représente  la  même  fonction.  Les  dérivées  par- 
tielles de  z par  rapport  à x et  y,  soient  p et  q1  figurent  dans  les 
expressions  de  a,  (3,  y et  da.  Mais  on  obtiendrait  ainsi  une  équation 
qui  ne  serait  pas  symétrique.  Pour  rendre  les  calculs  symétriques, 
exprimons  les  coordonnées  de  la  surface  au  moyen  de  deux  para- 
mètres; on  aura 

x — f{l,  m),  y = f(l,  m),  z — m)t 

a — f(\,  {jl),  b = [jl y e = <$>•()<,  H*)- 
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En  posant 

db  de  db  de  _ de  da  da  de  _ da  db  db  da 

~~  dX  d[ j.  dp  dX 1 dX  dp  dX  dp  ’ dX  dp  dX  dp  * 


on  aura 


R 


v/P2  -b  Q2-b  R2  T 


ch  = y/P2-b  Q2b-  R2  dX  dp, 


[a(« — x ) H-  p {b  —y)  -b  y (c  — 2)]  d<i  = [P (a — -b  Q (6  — /)  -b  R(e — z)] dX  dp r 

d'où  l'équation  définitive 


La  constante  sera  déterminée  par  la  condition  que  le  volume  est 
donné.  On  peut,  dans  cette  formule,  prendre  x et  y comme 
variables  indépendantes,  et  z serait  la  fonction  à déterminer.  On 
peut  aussi  particulariser  le  problème  en  cherchant  les  surfaces  de 
révolution  qui  sont  solution  de  la  question  (Appell,  Comptes 
rendus , ier  semestre  1912).  Cette  méthode  a été  appliquée  par 
M.  Collet  ( Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse , 


27.  Formules  différentielles  qui  se  rattachent  à la  théorie  du 
travail  virtuel  (Poincaré,  Leçons  sur  les  figures  d' équilibre, 
p.  24).  — Les  forces  qui  agissent  sur  la  masse  du  fluide  sont  : 

i°  Les  forces  d’attraction  mutuelle  de  la  forme  — rnifik 

r1.,  7 

ik 

2°  La  force  centrifuge,  qui  a pour  composantes  relativement 
aux  axes  mobiles  mtfx,  o; 

3°  La  pression  extérieure  constante,  qui  exerce  sur  chaque  élé- 
ment de  la  surface  libre  une  force  p0  drr. 

La  condition  d’équilibre  est,  d’après  le  principe  du  travail  vir- 
tuel, que  le  travail  des  forces  directement  appliquées  soit  nul  pour 
tout  déplacement  virtuel  compatible  avec  les  liaisons. 


a — x b — y c — z 
da  db  de 


da  db  de 

dp  dp  dp 
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Les  liaisons,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  sont  exprimées  par 
ce  fait  que  le  liquide  est  homogène,  incompressible,  sans  frotte- 
ment. Les  déplacements  compatibles  avec  les  liaisons  laisseront 
donc  le  volume  invariable. 

Evaluons  le  travail  des  forces  de  pression.  L’élément  superfi- 
ciel ab  est  venu  en  a'b'{fig . 27).  Désignons  par  Ç la  projection 


Fig.  27. 


sur  la  normale  extérieure  du  déplacement  g g du  centre  de  gra- 
vité de  da.  Le  travail  élémentaire  de  ce  déplacement  virtuel  est 
— p0Çda.  Il  faut  le  signe  — parce  que  la  pression  est  dirigée  sui- 
vant la  normale  intérieure.  On  a 

fée  =2  £ — ~^ik  ôr -h  mto2(x  8.v  -+-  y oj) — de rj 

Si  W désigne  l’énergie  potenlielle,  I le  moment  d’inertie  par 
rapport  à l’axe  de  rotation,  il  vient 

(79)  1 - ^(^  + 7*)  + (P^1)- 

D’autre  part,  l’expression  IÇda  est  évidemment  la  variation  de 
volume  de  la  masse  fluide  dans  le  déplacement  virtuel  considéré, 
car  Ç da  est  le  volume  du  petit  cylindre  de  base  da  et  de  hauteur  Ç, 
c’est-à-dire  H^da  — <5T.  On  aura  donc  finalement 

(80)  ®»  = S^W  + ^I  — jb0T^. 

Telle  est  l’expression  générale  du  travail  virtuel  total,  pour  un 
déplacement  quelconque  compatible  ou  non  avec  les  liaisons. 

Pour  un  déplacement  virtuel  compatible  avec  les  liaisons,  ôT  = o. 
Le  travail  dû  aux  pressions  extérieures  est  nul  et  la  condition 
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d’équilibre  devient 

(Ht)  $^W-|h^l)=Q,  SW  — ai  = O. 

Cette  condition  revient  à écrire  que  W -p-  ^-1  est  maximum  ou 

minimum.  Or,  nous  savons  que  cette  condition  nécessaire  n’est 
pas  suffisante.  Autrement  dit,  pour  tout  maximum  ou  minimum 
de  celte  fonction,  on  a une  position  d’équilibre;  mais  il  pourrait 
y avoir  d’autres  positions  d’équilibre  qui  ne  correspondraient  pas 
à un  maximum  ou  à un  minimum. 

28.  Calcul  de  quelques  variations.  — Calculons  maintenant 
Y expression  d'un  certain  nombre  de  variations , pour  des 
déplacements  virtuels  quelconques. 

On  a d’abord,  pour  la  variation  du  volume, 

ST  —Cl  da. 

ds 

Pour  la  variation  du  moment  d’inertie,  considérons  un  déplace- 
ment virtuel  quelconque,  par  exemple  une  dilatation  qui  amène  la 
surface  S en  S'  {Jig.  28).  Le  moment  d’inertie  total  se  compose 


Fig.  28. 


du  moment  d’inertie  du  corps  S et  du  moment  d’inertie  de  la  cou- 
ronne comprise  entre  S et  S'.  On  a donc 

(82)  SI  = f (#2  -h  jk2X  ds. 

d S 

L’énergie  comprendra,  dans  les  mêmes  conditions  : l’énergie  W 
de  S,  l’énergie  W<  de  la  couronne,  l’énergie  mutuelle  de  la  cou- 
ronne et  de  S.  Si  je  désigne  par  V le  potentiel  dû  au  corps  T, 
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par  V,  celui  dû  à la  couronne,  par  l’élément  de  volume  de  la 
couronne,  il  vient 

W + 8W  = W + Wi+ J'vdn,  3W  = W,+  jf  VÇrfcr. 

Mais  il  faut  remarquer  que  est  infiniment  petit  d’ordre  supé- 
rieur à l’intégrale,  car  est  l’énergie  de  la  couche  T,  infiniment 
mince  et  a pour  expression 

w,  = j f\A  y ,'ç'rfp. 

V4  est  infiniment  petit  par  rapport  à V et  l’on  peut  écrire 

(83)  8W  = f YÇdv. 

d S 


29.  Relations  entre  l’énergie,  le  moment  d’inertie,  le  volume,  la 
vitesse  de  rotation  et  la  fonction  des  forces.  — i°  L’équation  de 
l’équilibre  relatif,  qui  est  l’équation  du  problème,  peut  s’écrire 
en  posant 

(].V+“2(^  + /-2)j  dp^dV. 

Pour  un  déplacement  virtuel  absolument  général,  compatible  ou 
non  avec  les  liaisons,  on  a 

8 (w  -x~  ==  J VÇ  da  -f-  ^ JK‘2)C  da 

= J ~ JV  -fr  Y (a?*-t->2)J  K UÇafa. 

Nous  pouvons  vérifier  maintenant  ce  qui  été  dit  dans  le  cas  où 
l’équilibre  relatif  existe.  Sur  la  surface  libre,  U est  constant, 
puisque  sa  variation,  égale  à celle  de  la  pression,  est  nulle.  Donc, 
s’il  j a équilibre,  dans  un  déplacement  virtuel  quelconque,  com- 
patible ou  non,  on  a 

(84)  ô(w-h  ^ f)  = U0  T U08T. 


et,  si  le  déplacement  est  compatible  avec  les  liaisons  dT  = o, 
(8,5)  r(w-f-  ^ 1^  — o. 
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Dans  le  cas  d’un  déplacement  quelconque,  on  peut  écrire 


(86) 


’K'-v1) 

ST 


U0.. 


Considérons  maintenant  un  déplacement  spécial,  infiniment  petit, 
qui  laisse  tous  les  éléments  homothétiques.  Toutes  les  dimensions 
linéaires  sont  alors  multipliées  par  i +e,  où  e est  infiniment  petit. 
Les  formules  de  dimensions  établies  dans  le  cas  p = i et  f i 
nous  donnent 


W -h  ÔW  = W(i  -h  £>■  = W -+-  5 £ W,  I -4-  SI  = I -h  5 el,  ST  = 3eT. 
On  a donc 

6 W £ h-  - co2 1 £ 


(87) 


3 T s 


= U»,  l(w-t-^T)  = U„T 


Cette  relation  remarquable  entre  W,  l,  T,  U0  est  due  à Poincaré. 


20  On  a AU  = 2w- — à l’intérieur  du  corps.  S’il  n’y  a pas 
de  pression  extérieure,  co2  ne  peut  pas  dépasser  271,  comme  l’a 
démontré  Poincaré,  et,  si  la  surface  est  convexe,  ne  peut  dépas- 
ser 7T,  d’après  Crudeli.  Mais,  avec  une  pression  extérieure,  o>2  peut 
devenir  supérieur  à 2 7r;  on  peut  donc  distinguer  trois  cas  : 

i°  2co2 — \ Ti  < o,  AU  est  négatif;  à l’intérieur  U > U0,  il  ne  peut  pas  y 
avoir  de  minimum  de  U,  mais  seulement  un 
maximum. 

2°  2w2 — >0,  U < U0  à l’intérieur  ; il  y a un  minimum  de  U. 

3°  2to2 — 4 71  = o,  U = U0  sur  la  surface  et  AU  = o à l’intérieur,  donc 
partout. 

Prenons  l’intégrale  suivante  étendue  au  volume  T.  On  a, 
d’après  (28)  et  (79), 
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On  pourra  alors  distinguer  les  trois  cas  suivants  : 

•• 

O)2  ==  2 7C, 

U = Uo, 

sW  -h  ~ I = U„T 

2° 

CO2  < 2 

U > Uo, 

sW+  ~ I > U„T 

3° 

O)2  7>  2 7C, 

U<u0, 

ïW  + - I<U„T 

Or,  d’après  (87),  le  premier  cas  devient 

g ij  = 2W  + “I  OU  Iü)2=  W. 

L’ensemble  des  trois  cas  peut  alors  se  résumer  dans  le  tableau 
suivant  : 

o)-  = 2 7:,  oj2<<2 n,  co2>>2x; 

l(02=\y/  Io)2<W,  Io)2>  w. 

30.  Figures  annulaires.  — Poincaré  a déduit  de  ces  relations 
une  conséquence  remarquable,  c’est  que,  pour  des  valeurs  suffi- 
samment grandes  de  co,  s’il  y a encore  des  figures  d’équilibre, 
l’axe  de  rotation  ne  rencontre  plus  le  fluide.  Il  peut  alors  se  faire 
que  certaines  surfaces  d’équilibre  soient  des  surfaces  annulaires. 
On  peut  d’ailleurs  faire  croître  co  autant  que  l’on  veut,  à condition 
d’ajouter  une  pression  extérieure  constante  suffisamment  grande. 

Nous  faisons  donc  l’hypothèse  suivante.  Nous  partons  d’une  cer- 
taine valeur  de  co  pour  laquelle  il  existe  une  figure  d’équilibre,  et 
nous  faisons  croître  co.  La  figure  d’équilibre  se  modifie,  se  déforme 
sans  cesser  d’exister,  par  hypothèse.  A chaque  valeur  de  co  corres- 
pondent alors  certaines  valeurs  de  W,  I,  U0.  Le  volume  T reste 
constant.  A un  accroissement  5co  correspondront  les  accroisse- 
ments 5W,  51,  5U0.  La  relation  ci-dessus  (87)  donne  alors 

oW  4-  — SI  + toi  Soi  = tT8U0. 

2 5 

Mais,  de  plus,  cette  variation,  qui  laisse  invariable  le  volume,  est 
compatible  avec  les  liaisons;  et,  en  tenant  compte  du  théorème  du 
travail  virtuel  (81),  il  reste 

(88)  toi  Sco  = |t8U0. 

5 
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Divisons  membre  à membre  cette  relation  et  la  relation  (87),  il 
vient 


W+itoU 

2 _ IJo_ 

colôco  oU0 


ou 


W-h  -Ü)2I 
2 

wïï 


Uo  8oj 
co  0U0 


Si  est  positif,  ôU0  le  sera  aussi.  Si  donc  on  fait  croître  co  et 
que  la  figure  d’équilibre  continue  d’exister,  il  arrivera  un  moment 
où  l’on  aura  co2>  271,  et  par  conséquent  co2I  >>  W,  d’où 


\V  , 1 3 

C02I  2 2 


La  formule  ci-dessus  deviendra  donc 


(89) 


U0  ^3 
• co  o U 0 2 


oU0  2 ôco 
Tv^  3 w"’ 


Cette  inégalité  a lieu  à partir  d’une  certaine  valeur  de  go.  En  inté- 
grant à partir  de  cette  valeur,  on  aura 


LL  0 ^ L 10  -|-  C. 


Si  co  croît,  U0  croît  aussi;  et  si  go  augmente  indéfiniment,  il  en  est 
de  même  de  U0. 

Il  en  résulte  alors  qu’à  partir  d’une  certaine  valeur  de  co,  l’axe 
de  rotation  ne  peut  plus  rencontrer  la  surface  du  liquide.  En  effet, 
appelons  P le  point  où  l’axe  de  rotation  rencontre  la  surface  libre. 
Ce  sera  le  pôle  de  la  masse  tournante.  En  tout  point  de  la  surface, 
on  a 

u.=  v+ !£(**+ 

et  au  pôle  U0  = V^.  Ainsi  U0  est  la  valeur  du  potentiel  au  pôle 
même,  s’il  existe.  Mais  ce  potentiel  ne  peut  pas  augmenter  indéfi- 
niment, car  si  T est  donné,  on  a vu  que  l’on  a toujours  V 27r<22, 
où  a est  le  rayon  de  la  sphère  de  même  volume  (36). 

Donc,  si  l’on  admet  que  la  figure  d’équilibre  continue  d’exister, 
il  arrive  un  moment  où  l’axe  de  rotation  ne  peut  plus  rencontrer 
la  surface  libre.  La  figure  doit  devenir  annulaire. 


CHAPITRE  V.  — PONCTIONS  SPHÉRIQUES. 
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CHAPITRE  V, 

FONCTIONS  SPHÉRIQUES. 


Nous  venons  d’étudier  les  théorèmes  généraux  donnés  par  Poin- 
caré et  nous  en  arrivons  aux  questions  particulières  qu’il  a étudiées 
dans  le  Tome  7 des  Acta  mathematica.  La  méthode  de  Poincaré 
repose  sur  l’étude  des  fonctions  sphériques  et  des  fonctions  de 
Lamé,  dont  nous  allons  examiner  les  principales  propriétés. 

31.  Expression  de  AV  dans  un  changement  de  variables.  — 
Cherchons  d’abord  ce  que  devient  l’expression  de  Laplace  AV, 
quand  on  fait  un  changement  de  variables  défini  par 

* =/(5>  '0;  0>  y =/i(l,  ri,  0>  * O, 

où  E,  Yî,  Ç sont  trois  nombres  qui  définissent  les  nouvelles  coordon- 
nées du  point.  On  peut  aussi  dire  que  x,  y)  z est  le  point  d’inter- 
section des  trois  surfaces 

Ç = const.,  yi  ==  const.,  Ç = const.- 

Nous  supposons  que  ces  trois  surfaces  sont  orthogonales.  La  valeur 
de  l’élément  linéaire  devient 

(90)  cls-  = dx'1- h dy*1  -h  dz 2 = a2  d^-h  (32  drf  y2  dl '2. 

Considérons  le  point  M défini  par  yj,  Ç et  les  trois  points  voi- 
sins  {fi g.  29) 

Mi(£  H-  r\,  Ç),  M2(|,  Tj  -h  c/t,,  Ç),  M3(-£,  ï),  Ç H-  c/Ç)* 

On  aura  alors 

MM1=a4  MM2=ri^rt,  MM3  = y^; 
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Les  surfaces  étant  orthogonales,  ces  côtés  sont  perpendiculaires. 
Appliquons  à ce  parallélépipède  élémentaire  la  formule  de  Green 

Fig.  29. 


dy\ 

m2 

/ 

/ 

y 

M, 

a e, 

1V1  j/ 

dl/ 

(formule  1)  pour  le  cas  où  la  fonction  considérée  dérive  d’un 
potentiel 

Le  premier  membre  se  réduit  à 

AV  at3y  d\  d(\  d'Ç. 

Dans  le  second,  la  dérivée  suivant  la  normale  extérieure  se  compose 
de  six  termes  relatifs  à chacune  des  faces.  Considérons  la 
face  MM2M3  et  la  face  opposée.  Pour  la  face  MM2M3  on  a 


d'j  ==  (3y  dr{  d'Ç, 


d\  Vm-Vm 

dn  MMj 


àY 
a à £ 


Le  flux  à travers  cette  face  est  donc 

àY 

Pour  la  face  opposée,  le  flux  est  de  signe  contraire,  la  normale 
extérieure  étant  de  sens  contraire,  et  sa  valeur  est  augmentée  de  la 
variation  du  flux  quand  on  passe  deMenM,.  Ce  flux  est  donc 

S? pT  dr>  dK  + i [ S pY  dr‘  dK]dl 

Le  flux  résultant  à travers  les  deux  faces  opposées  sera  (< dr) , dÇ  étant 
constants) 

**“*£(£  ï)* 

En  ajoutant  les  expressions  analogues  pour  les  autres  faces  et 
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divisant  les  deux  membres  par  d dr\,  dÇ,  il  vient  finalement 


Cette  formule  permet  de  calculer  AV  pour  un  système  de  coor- 
données orthogonales  quelconques. 


32.  Définition  des  fonctions  sphériques.  — Les  fonctions  sphé- 
riques ont  été  introduites  par  Laplace.  On  les  appelle  aussi  fonc- 
tions de  Laplace.  Ce  sont  les  valeurs  des  polynômes  harmoniques 
et  homogènes,  prises  aux  différents  points  d’une  sphère. 

Nous  étudions  d’abord  les  polynômes  harmoniques  homogènes. 
Ce  sont  des  polynômes  Pn(æ,  y,  z),  homogènes  de  degré  n , qui 
vérifient  l'équation  de  Laplace  AV  = o.  Nous  aurons  donc  par 
définition 


AP 


n — 


cr-  p/t 

àx- 


à2P  n 02Pn 

dy2  dz 2 


= o et 


P n(kx,  ky , kz)  = kn  Pn(x,y,  z). 


Combien  y a-t-il  de  ces  polynômes  d’un  même  degré  qui  soient 
linéairement  indépendants  ? 

Dans  Pn(x,  y,  z)  entrent  + coefficients  arbitraires. 

De  plus  APn  est  un  polynôme  homogène  de  degré  n — 2.  Il  con- 
tient donc  - 1 ^ - coefficients  arbitraires.  Pour  que  l’on  ait  iden- 
tiquement APn=  o,  il  faut  que  tous  les  coefficients  de  AP7i  soient 
nuis,  ce  qui  établit  — — relations  entre  les  (n  71  -Tl-?.}  coef- 

ficients  de  P„.  Il  reste  donc 

(n-\-ï)(n-\-2)  ( n — i)n  4 n 2 

— — — = = 2 n -h  1 , 

2 22 

coefficients  arbitraires  qui  figurent  dans  P,t  d’une  façon  linéaire  et 
homogène.  On  a,  par  exemple, 

P0  = G,  11  = o, 

avec  un  seul  coefficient  arbitraire; 

P4  = Ax  -+-  By  -h  C z,  n — 1, 

avec  trois  coefficients  arbitraires; 

P 2 — A (a?2 — y 2)  -h  B(#2 — z2)  4-  C yz  H-  D zx  -h  Exy,  n = 2, 

avec  cinq  coefficients. 
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Le  polynôme  harmonique  le  plus  général  pourra  s’écrire 

(92  ) P n — f'n,  1 P 7i,l  ■+"  ^«,2  P //, 2 a7?,2/H-1  P /i,27H-1* 

Les  X sont  des  constantes  arbitraires  et  les  Pnj*  sont  des  polynômes 
harmoniques  spéciaux  également  de  degré  n. 

Ces  polynômes  étant  formés,  il  est  évident  que  si  l’on  fait  un 
changement  d’axes , sans  changer  l’origine,  ils  restent  encore 
homogènes  et  harmoniques.  Passons,  maintenant,  des  coordon- 
nées rectangulaires  aux  coordonnées  polaires , définies  comme  il 
suit. 

De  l’origine  comme  centre  traçons  une  sphère  de  rayon  1.  Au 
point  M(#,  y,  z)  faisons  correspondre  le  point  Mi  de  cette  sphère 
situé  sur  OM.  M aura  pour  coordonnées  OM  = r et  les  coor- 
données sphériques  de  c’est-à-dire  la  colatitude  9 = POM  et 
la  longitude  <p  = #0  m,  où  m est  la  projection  de  M.  On  aura  tous 
les  points  de  la  sphère  en  faisant  varier  9 de  o à 71  et  cp  de  o à 271 
( fig.  3o).  On  a 

x — r sinô  cos?,  y = r sin  0 sin  o,  ^ = rcos6. 


Fig.  3o. 


Portons  ces  valeurs  de  x,  y , z dans  le  polynôme  P/?  ; comme  il 
est  homogène  on  aura 

P,t(a?,  y,  z)  = rn  P„(sin0  cos  9,  sinO  sin®,  cos0). 

Ce  sont  ces  fonctions  P„  en  9 et  <p  qui  constituent  les  fonctions 
sphériques  de  Laplace.  On  peut  dire  que  la  fonction  sphérique  est 
la  valeur  que  prend  sur  la  sphère  de  rayon  1 le  polynôme  harmo- 
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nique.  On  la  désigne  ordinairement  par  Y„  ; on  a donc 

(93)  Pw(^j,  JKij  Z\)  = P«(sinô  cos  9,  sinO  sincp,  c sO)  = Yn(0,  9) 


ou  encore 

Vn(æ,r,z)  =:rn  Y„(0,  9),  P„  = r»Yi 


Le  polynôme  P7l  contient  2 n -h  1 coefficients  arbitraires.  Il  en  est 
de  même  de  Y/t,  qui  est  alors  la  fonction  de  Laplace  la  plus  géné- 
rale de  degré  n.  On  peut  l’écrire 

(94)  9)  = ^«,lY7l)i(0,  9)-h  Xn>2  Y7j}2(0,  9)-f-....-f-X„)2/i+l  \ «,2«+t(0j  ?)• 

Les  fonctions  Yn^  sont  linéairement  indépendantes.  Au  fond,  les 
coordonnées  0 et  9 ne  sont  qu’apparentes,  puisqu’en  faisant  tourner 
les  axes  d’une  façon  quelconque,  la  valeur  des  polynômes  harmo- 
niques sur  la  sphère  reste  invariable,  en  chaque  point  de  la  sphère. 


33.  Formation  des  fonctions  sphériques.  — Nous  allons  main- 
tenant former  ces  fonctions  sphériques.  Il  suffit  pour  cela  de 
transformer  l’équation  de  Laplace  AV  — o,  en  y introduisant  les 
coordonnées  polaires,  définies  ci-dessus.  On  a alors 


d’où 


ds-  = dr*~ f-  r 2 <i02-b  r2  sin20  dy2, 


a — i,  [3  = r,  Y=rsin0. 


Il  en  résulte  immédiatement  l’expression  de  AV 


AV  = 


■[*(- 


2 sin  0 


dV 


d / . dV  \ à ( 1 dV\l 

d0  VmÔ  d0  / + d®  \ sinO  d9  / J 


d2V  2 dV  1 d / . dV\  1 d2V 
de2  ;•  r)r  ' r-  sin0  dO  \ m dO  / r 2 sin20  d92 


Au  lieu  de  conserver  l’angle  0 comme  variable,  on  peut  introduire 

aussi  la  variable  t définie  par 

(q5)  Z = cosO. 

On  a alors 


x ~ r sJ  1 — l 2 cos  9, 


rt  ; 


t varie  de  — 1 à -t-  1 . On  a encore  — sin0  dQ  ==  dt  et  il  vient 


(96) 


d2  V 

A Y = 

dr2 


2 dV 
r âr 


1 à L y),dV]  1 

^*|_(  J"*- 


) d92 
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Nous  allons  former  maintenant  une  équation  célèbre  que  vérifient 
les  fonctions  sphériques.  Posons 

P n(x,  y,  z ) = /■«  Y„(0,  9)  = r"  Y n(l,  9) 


et  portons  cette  expression  dans  l’équation  AV  = o,  il  vie 

,v  1 à ( . r.dXn\  1 d2Y„ 
n -+- 1 ) Y;i  -4-  — — 7,  -jô  ( sin  0 ] -h  . ■ A --r-  — = o 

sinO  àd  \ ào  J sin20  d®2 


(97) 


71  (r 


ou,  avec  la  variable  t , 


(97') 


71(71  -f  i)Y à H-- 


:[<■->£]-■  né* 


à-Yn 


^92 


Ces  équations  définissent  les  fonctions  Y/t,  assujetties  en  plus  à 
être  des  polynômes  homogènes  de  degré  zi,  en  sin0  coscp,  sin0  sin  9, 
cos(9,  ou  en  y/ 1 — t2  coscp,  y 1 — t 2 sin<p,  f. 

Nous  savons  qu’il  y a 2/i-Hi  de  ces  polynômes  linéairement 
indépendants  et  nous  allons  les  déterminer  sous  une  forme  parti- 
lière. 

On  peut  écrire 


x = r sin  0 


. — e *¥  / — é 

y = r sin  0 — = r y/  ï — * 2 - 


^ = r cos  0 


En  ordonnant  le  polynôme  Y„  par  rapport  aux  puissances  de  e*?, 
on  pourra  l’écrire 

p=zn 

(98)  Yn=  2 eip^pn  (p=—n...  o...H-n). 

p = -n 

XJ  dépend  uniquement  de  0 ou  de  Les  exposants  de  sin  9 dans  XJ 
sont  de  même  parité  que  l’indice  supérieur  p , de  sorte  que  si  y?  est 
pair  XJ  est  un  polynôme  en  si  p est  impair  XJ  contient  sJ  1 — t 2 
en  facteur. 

Portons  cette  expression  de  Y„  dans  l’équation  (97')  en  t . L’équa- 
tion devient,  en  faisant  porter  la  sommation  par  rapport  à p sur 
tout  le  premier  membre, 

2 j »(»  + [(«-1*)^] 
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L’équation  doit  être  vérifiée  quel  que  soit  <p,  le  coefficient  de  e*P9 
doit  donc  être  nul 

(99)  #(»  + i)X{+  | = 

Telle  est  Téquation  différentielle  linéaire  du  second  ordre  qui 
définit  XJ  en  fonction  de  t.  L’intégrale  générale  de  cette  équation 
est  transcendante,  mais  il  y a une  intégrale  particulière  qui  est  un 
polynôme  ou  un  polynôme  multiplié  par  y/ 1 — t2.  C’est  cette  inté- 
grale que  nous  devrons  prendre  comme  solution. 

On  a ainsi  défini  la  suite  des  fonctions  XJ  pour  toutes  les  valeurs 
de  p(p  varie  de  — n à -f - n).  Remarquons  que  si  l’on  change p en 
— p l’équation  (99)  ne  change  pas  et  que,  par  conséquent, 

X-p=  kX%. 

Chaque  fonction  XJ  n’est  déterminée  qu’à  un  coefficient  arbitraire 
près. 

En  faisant  p = o,  dans  cette  équation  on  a la  fonction  XJ.  En 
donnant  à p les  valeurs  de  1 à n on  a les  fonctions 

ei(?X}n  . etPVXft,  ....  dfn?-X{J, 

puis  de  — 1 à — n les  fonctions 

<r-*PXL  . ..,  ë-iPVXftj  ....  e-in9X%. 

On  a bien  ainsi  2n  -h  1 fonctions  linéairement  indépendantes. 
En  les  additionnant  et  retranchant,  pour  faire  disparaître  les  ima- 
ginaires, on  peut  aussi  les  écrire 

Xjfi  X^costp,  X^cos/?cp,  ...,  X^cos/i©. 

(100)  X^sincp,  . ..,  X^  sin/?cp,  ...,  X™sin/iç>. 

Pour  les  déterminer  complètement,  il  n’y  a plus  qu’à  chercher  les 
solutions  de  l’équation  linéaire  du  deuxième  ordre  à laquelle  les  XJ 
doivent  satisfaire. 

34.  Étude  du  polynôme  de  Legendre.  — Etudions  d’abord  la 
première  équation,  celle  qui  correspond  & p = o.  La  solution  XJ 
est  bien  connue.  C’est  ce  qu’on  appelle  un  polynôme  de  Legendre . 
Cette  solution  constitue,  comme  nous  le  verrons,  la  fonction  sphè- 
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rique  fondamentale.  On  a,  en  écrivant  simplement  X„  pour  XJ, 
(i°0  ~ [(I  — <2)^2]  + »0  + l)X„=0, 

dont  la  solution  est 

_ dn  ( t-  i)n 
Xn  “ k dln 

Posons,  en  effet, 

u = k{t2 — i)n,  — = iknt(V-—  i)»-*,  (Z2 — 1)~^  — *inlu. 


Dérivons  /i-J-i  fois  les  deux  membres  de  cette  dernière  équation, 
d’après  la  règle  connue,  on  a 

/JO  \ dn+2u  dn+i  u 2«(/i  + i)  dnu 

v ’ dln+-  v ’ dln +1  i 


dln 


dn+i  u . . dnu 

= •2nt—J — — + 2n(/i  + i)  —, — 5 
K ’ dtn 


et  comme  Xn  = 


dn  u , 

on  a,  en  remplaçant 


. . d/“*  n _ T 

0 1^~~dt2 2 t^n  + ^ ~dl n(n  ~f’  I^n 

'=  2 7lt  ■ -+-  2 7î(^7l  — 1—  i)  X„, 


V d'"  C^Xll  , -v  <rr 

0! 1^~dF~~}~‘lt  «(«  + i)X„=o. 


dl 


Cette  équation  est  bien  identique  à la  proposée,  car  elle  peut 
s’écrire 


d 

dl 


— 0^]  — n(n-hi)Xn=  O. 


On  donne  pratiquement  à k une  valeur  particulière,  et  l’on 
désigne  sous  le  nom  de  polynôme  de  Legendre  l’expression 


(102) 


Xre  = 


i dn(l2  — 1)« 
2 n.n\  dt* 


Nous  avons  ainsi  la  première  des  in-^-  i fonctions  de  Laplace. 
Pour  achever  l’analyse  de  Poincaré,  nous  allons  montrer  que  les 
polynômes  XJ  s’expriment  tous  en  fonction  du  polynôme  de 
Legendre. 
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35.  Détermination  des  X^.  — Nous  remarquerons  d’abord  que 
si  un  polynôme  est  harmonique,  il  le  reste  dans  un  changement 
d’axes  quelconque. 

En  prenant  pour  pôle  le  point  P où  l’axe  des  z rencontre  la 
sphère  de  rayon  i,  nous  avons  obtenu  la  fonction  X®,  qui  estfonc- 
tion  de  la  distance  polaire  9. 

Prenons  maintenant  un  système  de  coordonnées  polaires  dontle 
pôle  est  P'  ( 9'  et  9'  sont  les  coordonnées  de  P'  dans  le  système  de 
pôle  P)  {fig.  3i). 

La  distance  polaire  dans  le  nouveau  système  est  y — P'M  et  l’on  a 

cos  y = cos  0 cos  0/-f-  sin0  sinO'  cos(cp  — cp'). 

Dans  ce  système  la  fonction  X®,  considérée  comme  fonction  de  y, 


Fig.  3i. 


est  une  fonction  sphérique.  C’est  le  polynôme  de  Legendre  relatif 
au  nouveau  système  d’axes.  Si  nous  revenons  maintenant  du  pôle 
P'  au  pôle  P,  la  fonction  X®  (cos y)  reste  encore  une  fonction  sphé- 
rique et  son  expression  en  9 et  cp  devient 

X^fcosO  cos0'h-  sin0  sin0'  cos(cp  — 9')], 


où  9 et  9 sont  les  variables  et  9' , 9'  sont  deux  paramètres  qui  peu- 
vent prendre  des  valeurs  quelconques. 

Introduisons  maintenant  les  exponentielles  imaginaires  et  écri- 
vons l’expression  sous  une  nouvelle  forme  : 


C®  ( co 


gicp-i©  e_/<p+z<p'\ 


■ 
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Posons,  avec  Poincaré, 


sin  0'  ei(9‘ 
2 


= 


sin0'  e~icP' 

2 


\ etyj  sont  arbitraires  comme  le  sont  d'  et  cp',  et  alors  X°(cosy) 
devient,  en  remplaçant  cos0  par  t et  en  remarquant  que 

sin20'  = — hl'rn  cos20'=  i -h  4^, 
x,°,  [t  v/r+Tfn  + \/ï2  — 1(5  e“t+  r, 

Cette  expression  est  une  fonction  sphérique  quels  que  soient  £et  yj. 
C’est-à-dire  que  l’équation  différentielle  que  vérifie  Y„  sera  vérifiée 
par  ce  polynôme  en  t et  cp,  quelles  que  soient  les  valeurs  des  para- 
mètres \ et  in. 

Faisons  d’abord  yj  — o.  Il  reste  le  polynôme 

X®(*  h-  £ e *9 


qui  vérifie,  quel  que  soit  £,  l’équation  différentielle  des  fonctions 
sphériques.  Développons  cette  expression  par  la  formule  de  Taylor, 
nous  aurons  un  développement  limité,  puisque  X®  est  un  poly- 
nôme. L’expression  considérée  est  de  la  forme  h)  et  l’on  a 


\Jv—i) 


\p  elP ? 


(•**—  O2 


dPX% 

dtP 


Puisque  cette  expression  est  une  fonction  sphérique,  quel  que 
soit  £,  chacun  des  termes  de  ce  développement,  coefficient  de  \p , 
est  lui-même  une  fonction  sphérique.  Nous  trouvons  ainsi  les  n -f-  i 
fonctions  sphériques  suivantes  : 


X®,  y/*2 


- dX% 

[ dt  i 


, dPX « . 

(Z2 — i)2  . " 

v ’ dtP  ’ 


(**— 0* 


Mais  si  l’on  change  cp  en  — cp  on  aura  encore  des  fonctions  sphé- 
riques, parce  que  l’équation  différentielle  en  Yn  (gy)  ne  change 
pas  quand  on  y change  cp  en  — cp.  Nous  aurons  ainsi  les  n nouvelles 
fonctions  sphériques 


s/* 


~dX « 
dt 


(t2—iÿ 


p-dPX" 


dtP 


(r— I) 


?^x  o 

dtn 


e~in(?. 
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X», 


(*2- 


^dPXft 

-o,-ærc°v?. 


(«2-02 


dtp 


sin  py, 


Nous  retrouvons  ainsi  le  tableau  déjà  formé  (100)  des  2/1-f-  1 
fonctions  sphériques  d’ordre  n,  linéairement  indépendantes,  mais 
de  plus  nous  obtenons  ici  l’expression  de  XJ’ 


(io3) 


JdPX% 

dtP 


Tous  les  polynômes  XJ  sont  donc  exprimés  en  fonction  de  XJ. 
Si  p est  pair  XJ  est  un  polynôme  en  t , si  p est  impair  XJ  est  le 
produit  par  y/ 1 — t'2  d’un  polynôme  en  t. 

On  adopte  pour  k une  certaine  valeur  pratique  et  l’on  pose  fina- 
lement 


04) 


x«  = 


(/l- 


I / /9  P-  dp  X® 

\)..\n-^py  dtP  ’ 


ou,  en  remplaçant  XJ  par  son  expression, 


(i°5) 


XP  = 


2 n(n  -h  p)\ 


(t°-—iy 


\ l dn+P(t%  — i)n 

" ,>T,  • 


En  donnant  kp  les  valeurs  1,  2,  . . .,  77,  nous  obtiendrons  les  n 
polynômes  XJ.  Le  polynôme  XJ  a toutes  ses  racines  réelles  etcom- 
prises  entre  — 1 et  -f-  1 . Le  polynôme  XJ  admet  les  racines  t=  1 
et  t — — 1 et  toutes  ses  autres  racines  sont  réelles  et  comprises 
entre  — 1 et  -f-  1 . 


36.  Fonctions  zonales,  sectoriales,  tessérales.  — Les  géomètres 
anglais  ont  introduit,  dans  l’étude  de  ces  polynômes,  une  termi- 
nologie et  une  représentation  qu’il  est  utile  de  connaître. 

i°  Le  polynôme  XJ(t)  étant  égalé  à o,  on  a une  équation  dont 
toutes  les  racines  sont  réelles  et  comprises  entre  — 1 et  -j-  1 . 
Soit  t — t\  l’une  de  ces  racines.  Sur  la  sphère  de  rayon  1,  l’en- 
semble des  points  pour  lesquels  on  a cos9=  t\  est  un  petit  cercle 
de  pôle  P et  l’on  peut  dire  qu’une  racine  de  Xn  représente  ce 
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cercle.  Toutes  les  racines  de  qui  est  d’ordre  n déterminent 
donc  n petits  cercles  de  la  sphère.  Les  fonctions  X®  ont  été 
dénommées  pour  cela  fonctions  zonales. 

2°  Les  fonctions  sphériques  X"  (^)cos ny  et  X“  (t)  sin/io  étant 
égalées  à o,  étudions  de  même  leurs  racines.  XJJ(^)  est  une  cons- 
tante et  les  équations  considérées  se  réduisent  à 

n n 

C(r2 — i)2  cos  ix  y =.  o ; C'(^2 — i)"  sin/io  = o; 

t = db.  i représentent  les  pôles  P et  P<.  Les  n valeurs  de  <p  qui 
annulent  cosncp,  ou  sinwo,  représentent  n méridiens  équidistants. 
Les  zéros  des  deux  fonctions  considérées  représentent  donc,  sur  la 
sphère  de  rayon  i,  des  méridiens,  et  ces  deux  fonctions  ont  été 
appelées  sectoriales. 

3°  En  donnant  à p des  valeurs  comprises  entre  o et  ti,  on 
obtient  encore  2 n — 2 fonctions  qui,  égalées  à zéro,  fournissent 
2 n — 2 équations.  Les  zéros  de  ces  équations  représentent  à la 
fois  des  méridiens  et  des  parallèles.  Ces  fonctions  ont  été  appelées  : 
fonctions  tessérales. 

En  résumé,  les  2/i-f-  1 fonctions  sphériques  d’ordre  n peuvent 
se  décomposer  à ce  point  de  vue  en  1 fonction  zonale,  2 fonctions 
sectoriales  et  2 n — 2 fonctions  tessérales. 

37.  Recherche  des  solutions  de  la  forme  f(Q)  g (<p).  — Nous 
allons,  en  résumant  l’étude  des  fonctions  sphériques,  présenter  ces 
résultats  de  façon  à préparer  l’étude  des  fonctions  de  Lamé. 

i°  Nous  avons  d’abord  cherché  les  polynômes  homogènes  et 
harmoniques  de  degré  n.  Il  y a 2 n H-  1 polynômes  linéairement 
indépendants,  qui  satisfont  à l’équation  AP„  = o et  le  polynôme  le 
plus  général  qui  satisfait  à cette  équation  peut  s’écrire 

P n — ^n,  1 P n,l  ^«,2  P n,  3 + • • • + ^n,2«+l  P «,2«-l-l  • 

2°  Nous  avons  ensuite  exprimé  ces  polynômes  en  coordonnées 
polaires  et  nous  avons  écrit  dans  ce  système  de  coordonnées 
l’équation  de  Laplace,  en  y faisant 


P «(#,  y,  z)  = r"  Y„(6,  9). 
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Nous  avons  cherché  la  solution  de  l’équation  de  Laplace  ainsi 
transformée.  Le  fait  remarquable  est  que  l’équation  AP„  = o 
admet  une  solution  de  la  forme 

(106)  P«=  r*/(0)  £■(?), 

où /(0)  est  un  poljnome  en  sin 9 etcosÆ,  et^-(cp)  est  un  polynôme 
en  sincp  et  coscp. 

Il  y a 2n  -j-  i solutions  de  cette  forme. 

Tels  sont  les  résultats  de  l’analyse  qu’on  vient  d’exposer.  Mais 
on  pourrait  faire  également  la  théorie  des  fonctions  sphériques 
en  cherchant  les  solutions  de  l’équation  APn  = o,  qui  sont  de  la 
forme  (106). 

Posons  d’abord  Pn= /•«  Yn;  on  a trouvé,  pour  Y,j,  la  rela- 
tion(97'). 

Posons  ensuite 

Yn(6,  ç)=/(0)*(?)  OU  Y „(*,  cp )=/(*)*(?). 

En  substituant  cette  deuxième  expression  dans  l’équation  diffé- 
rentielle (97'),  elle  devient 


»(»  + i)/(0  *(?)  + <r(?)  ^ [(!-<*)/'(«)]  + tz^CO/CO  = ». 

Les  variables  se  séparent  immédiatement  sous  la  forme 


: n(n  -h  1)  (1  — t%)  - 


Mais  f et  9 sont  indépendants.  La  relation  précédente  ne  peut 
donc  avoir  lieu  que  si  les  deux  membres  sont  constants.  Nous 
avons  alors,  pour  déterminer  ^-(cp),  l’équation 

£■"(?)  — *£■(?)  = °- 


Mais,  de  plus,  g (y)  est  un  polynôme  en  coscp  et  sin  9 ou  en  e*l. 
On  peut  l’écrire 

P =n 

= 2 ap  C0s/?cp  4-  bp  sin/>  9. 

P- 0 


Chaque  terme  de  la  dérivée  seconde  reproduira  le  terme  corres- 
pondant de  g( 9)  multiplié  par  — /?2  et  l’équation  à laquelle  satis- 
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fait  g’ (9)  devient 


*)  c°sp<?  H-  A:)  sifijoo]  = o. 


Je  dis  que  k = — p2.  En  effet,  pour  que  cette  équation  ait  lieu 
quel  que  soit  9,  il  faut  que  tous  les  termes  ap{p2-\-k ) et 
bp(p 2 -f-  k)  soient  nuis  et,  si  k est  différent  de  — p2,  tous  les  ap  et 
tous  les  bp  sont  nuis.  Quand,  au  contraire,  p2 k = o,  alors  ap 
et  bp  ne  sont  pas  tous  nuis.  Le  polynôme  cherché  £'(9)  se  réduit 
donc  à 

g (y)  = a j,  cos/?.o  -f-  bp  sin/?9. 

Nous  avons  ainsi  k et  ^(9).  Reste  l’équation  qui  définit  t.  Elle 
admet  comme  solution  un  polynôme  ou  bien  le  produit  d’un  poly- 
nôme par  1 — t 2.  On  trouve  ainsi  la  solution 

(107)  ^Pn{ap  COSjDO  -h  bp  sinp?) 

et  la  fonction  Yn , la  plus  générale,  sera 

p — n 

(108)  Y, * = ^ {ap  cos  p o bp  sin/>ç)X^, 

p— « 

où  les  coefficients  ap  et  bp  sont  arbitraires.  Il  y a donc  2/i-f-  1 
coefficients  arbitraires. 

38.  Propriétés  intégrales  des  fonctions  sphériques.  — ^Consi- 
dérons deux  fonctions  sphériques  d’indices  n et  n'  différents  : 

Y„(0,  9)  et  Yn/(0,  9),  on  a 

(109)  - sinô  dO  do  ==  o ou  J J' Y7lYn>  dn  = o. 

Les  limites  de  l’intégration  sont  pour  9 de  o à tt,  pour  9 de  o à 2 7r  ; 
dans  la  deuxième  formule  de  est  l’élément  superficiel  de  la  sphère. 
Si  l’oh  pose 

cosO  = t,  — sinO  dû  = dt, 

+ 1 „ 2 71 

dt  I Y„  Y7i'  do  = o. 

1 *^o 


on  a 
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Cette  proposition  se  démontre  immédiatement  par  application  du 
théorème  de  Green  (formule  5,  Chap.  II). 

Prenons  une  sphère  de  rayon  r quelconque  et  de  centre  O. 
Considérons  deux  polynômes  harmoniques  et  P,4.  On  a 


//X(p''ap'‘-ivap'-)^=/X( 


p ffü* 

11  dne  11  dn, 


^ d ?. 


Le  premier  membre  est  nul  puisque  AP„  = o et  APn,=  o.  En 
passant  aux  coordonnées  polaires,  Pn  devient  rnYn(9,  <p)  et  P,,/ 
devient  rn'Yn>(9,  cp).  Les  dérivées,  suivant  la  normale,  sont 


dPn  — _ nrn~ iY 

dne  ~ àr 


dPn’  dPn 


■=  ri  rn'~ 1 Y n>. 


drie  àr 

En  substituant  alors  dans  l’égalité  précédente,  il  vient 

q — n'^rn-bn'-i- 1 SJ.  YnYn>  sinô  c/0  d®. 

Si  ri , l’intégrale  double  est  nulle  comme  on  l’avait  annoncé. 

2°  Si  l’on  prend  deux  fonctions  sphériques  de  même  indice,  et 
si  l’on  calcule  l’intégrale  analogue  à (109),  que  va-t-il  se  passer? 
Nous  avons  271  + 1 fonctions  sphériques  indépendantes  d’ordre  n 
en  XJcosyjcp  etXJsinpcp.  Si  l’on  prend  deux  fonctions  qui  dif- 
fèrent, soit  par  l’indice  y?,  soit  par  le  changement  de  sin  en  cos,  on 
a encore  une  intégrale  nulle. 

En  effet,  prenons  par  exemple  XJ  cos  y?  9 et  XJ  cosy/cp,  on  a 

„-2% 

f sin  0 diï  XftX/J  / cosp cp  cosp' o dy  — o, 

0 «-'0 

parce  que  si  p ^ p’  la  seconde  intégrale  est  nulle. 

Prenons  XJ  cosyicp  et  XJ  sinyxp.  On  a 

J*  cosy?cp  siny?  cp  «?©  — o et  J' J' (X+?  cosy?cp  sinpcpsinO  c/0  do  — o. 

La  seule  intégrale  non  nulle  sera  donc 

ln=  f Y Id^s. 

s 


APPELL.  — IY. 
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En  effet,  dans  Ift  il  y a le  ternie 


2/i+i  ( n — /?)!(//+/?)! 


2 T.  (tt!)'2 


Le  terme  ( — i )p  provient  de  ce  que  dans  l'expression  de  XJ  entre 

R 

le  terme  ( t 2 — i)L>.  On  a le  même  résultat  pour  XJ  sin/xp. 

39.  Développement  d’une  fonction  de  deux  variables  en  série 
de  fonctions  de  Laplace.  — Ces  relations  sont  extrêmement  impor- 
tantes dans  un  problème  déjà  traité  par  Laplace.  Voici  comment 
le  problème  se  pose. 

Quand  on  a une  fonction /(cp),  on  peut,  sous  certaines  condi- 
tions, développer  cette  fonction  en  série  trigonométrique  (série 
de  Fourier),  sous  la  forme 


On  a ainsi  une  fonction  de  la  position  d’un  point  sur  une  circon- 
férence. 

De  même,  donnons-nous  une  fonction  de  deux  angles  /(0,  9) 
définie  pour  des  valeurs  de  B variant  de  o à tt  et  des  valeurs  de  9 
variant  de  o à 27:.  On  peut  dire  que  /est  une  fonction  de  la  posi- 
tion d’un  point  sur  une  sphère,  car  à toute  position  de  M corres- 
pond une  valeur  de  B et  une  valeur  de  9.  Inversement,  à tout 
couple  de  valeurs  0,  9,  correspond  un  point  de  la  sphère. 

Sous  certaines  conditions,  on  peut  développer  la  fonction  /en 
une  série  de  fonctions  de  Yn  et  écrire 


Laplace  a,  le  premier,  indiqué  ce  développement;  mais  la  pre- 
mière démonstration  de  sa  légitimité  est  due  à Lejeune-Dirichlet 
( Journal  de  Crelle , 1887)  qui  faisait  certaines  hypothèses  sur /, 
en  prenant  le  cas  simple  où  / est  supposé  continu.  Bonnet,  puis 


f(  9)  = «0  + «i  cos  9 + 61  sin  9 


/(  6,  9>=  Yo  + Y1  + ...+  Vn(0,  9)  +. . . , 


où 


(m) 


Y„( 0,  9)  •+-  Bftsm/?9)X£. 
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Dini,  ont  donné  des  développements  valables  dans  des  cas  plus 
étendus,  quand  f admet  sur  la  sphère  un  nombre  fini  de  discon- 
tinuités. Enfin,  M.  Darboux  a étudié  le  cas  où  la  fonction  devient 
infinie  sur  la  sphère  en  un  nombre  fini  de  points. 

La  détermination  des  coefficients,  dans  le  cas  où  la  fonction  est 
finie  et  continue  partout,  n’offre  pas  de  difficultés.  Nous  allons 
voir  que,  le  développement  étant  admis,  il  n’existe  qu’tm  seul 
développement,  autrement  dit  que  les  coefficients  A pn  et  B£  sont 
déterminés  complètement. 

En  effet,  supposons  que  f(d,  cp)  admette  un  développement  en 
fonctions  sphériques  et  puisse  s’écrire 

? ç)  = Yo+h  + ....+  Yn(0,  9 ) -+-  - - . - 

Pour  avoir  l’expression  du  coefficient  multiplions  les  deux 
membres  de  l’égalité  précédente  par  X^cos^ocp,  on  a 

/(  0,  9 ) X£  cosp  cp  = XP  cos/>  9 (Yp-Ya  + Yn  + ...), 

puis 

(i  ï2 ) J' J* /(0,  9)X^  cos/? 9 sin0  dd  c/9  = AftI/h 

On  obtiendra  de  même  B^. 

Il  faudrait  montrer,  ensuite,  que  le  développement  est  conver- 
gent et  qu’il  représente  bien  la  fonction  donnée  : ces  propriétés 
sont  démontrées  dans  les  Traités  d’Analyse. 

40.  Problème  de  Dirichlet  pour  la  sphère.  — i°  Prenons  pour 
unité  le  rayon  de  la  sphère,  et  donnons-nous  pour  chaque  couple 
de  valeurs  de  9 et  cp  la  valeur  d’une  fonction  V0.  Il  s’agit  de  trouver 
une  fonction  Vt  finie,  continue  et  harmonique  à V intérieur  de  la 
sphère  de  rayon  i et  qui,  sur  la  sphère,  se  réduit  à V0. 

Développons  alors  V0  sur  la  sphère  en  une  série  de  fonctions 
sphériques,  en  admettant  que  V0  remplisse  les  conditions  qui  per- 
mettent ce  développement  : 

(ii3)  Vo  = Y0-h  Yi-f-. . .-b  Yn-K  . ... 

La  solution  du  problème  sera  donnée  par 
(n4)  Vf  = Y0-f-  rYH-s .-  .-4-  rn  Yn-K  • • •. 
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En  effet,  r étant  <7  i à l’intérieur,  la  série  est  encore  convergente 
à l’intérieur,  si  la  série  primitive  l’était  et,  comme  chaque  terme 
est  un  polynôme  harmonique,  on  a pour  tous  les  points  AV(  = o. 

2°  On  peut  aussi  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  pour  un 
point  extérieur.  11  s’agit  de  trouver  une  fonction  Ve  qui,  sur  la 
sphère,  se  réduit  à V0,  qui,  à l’extérieur  de  la  sphère,  est  finie, 
continue  et  satisfait  à l’équation  AVg3:  o,  enfin  qui,  à l’infini,  tend 

, i 

vers  zéro  comme  -• 
r 

Pour  résoudre  ce  problème,  il  suffit  de  remarquer,  comme  l’a 
fait  W.  Thomson,  que  l’équation  (97),  qui  définit  Yn,  ne  change 
pas  quand  on  change  n en  — (n  -f-  1).  Or,  rttYn  est  une  fonction 
harmonique,  donc  Y7i  est  également  une  fonction  har- 

monique. 

Si  sur  la  sphère  on  donne  V0,  nous  aurons  à l’extérieur 


Tous  les  termes  sont  des  fonctions  harmoniques  et  à l’infini  lapar- 

y 

tie  principale  est  ~ • 

M . Potentiel  d’une  simple  couche  sphérique.  — Etant  donnée 
une  sphère,  supposons  que  sur  la  surface  soit  répandue  une 
couche  matérielle  infiniment  mince  (simple  couche).  Onia  définit 
en  donnant  la  densité  superficielle  p en  chaque  point  de  la  sphère. 
La  masse  répandue  sur  un  élément  d<j  sera  \xda. 

Prenons  pour  unité  le  rayon  de  la  sphère,  on  peut  développer  p 
en  une  série  de  fonctions  Yn  : 

p = Y 0 -h  Y 1 H- . . . H-  A n H- . . . . 

Chaque  fonction  Yn  dépend  de  2 n -h  1 coefficients  arbitraires. 

Nous  nous  proposons  de  calculer  le  potentiel  de  cette  couche, 
à l’extérieur  et  à l’intérieur  de  la  sphère  et  sur  la  sphère.  Cherchons 
à déterminer  le  potentiel  V0  sur  la  sphère  et  à le  développer  en 
une  série  de  fonctions  sphériques.  On  aura  alors  le  potentiel  inté- 
rieur et  extérieur  parla  méthode  du  problème  de  Dirichlet.  Posons 


donc 

(u6) 
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Vo  — Y f()  -t-  Y ,j  -b . . . -t-  Y n h-  .... . 

Il  s’agit  de  déterminer  les  fonctions  Y'n  ou,  plus  exactement,  les 
coefficients  arbitraires  des  diverses  fonctions  Y'ft.  On  aura  alors  à 
l’intérieur  et  à l’extérieur 


(117) 


V,  = Y0 


/ Y 1 

r, 

r2 


r*rn. 

Y' 


Pour  déterminer  V0,  écrivons  en  un  point  M quelconque  de  la 
sphère,  c’est-à-dire  delà  simple  couche,  la  relation  connue 


(118) 


dX  dX 

dn  L dne  i 


On  a 


d’où 


dX 

drii 


dn  t — — dr  et  r = i, 
dX  i 


dr 


= — 21  nrn~r  Y'„  = — 21  n Y'.,  ; 


2°  On  a de  même 


d’où 


dne  = dr  et  r—  1, 


dX  dXe  n-+- 1 v . . w, 

= - 2 'TÏÏ5T  Y"  = - + ‘)Y„. 


dne 


dr 


La  relation  (1 18)  ci-dessus  devient 

21(2/z  H-  i)Y'/i  = 4 21 Y . 

Cette  relation  est  vraie  pour  tous  les  points  de  la  sphère.  Les  deux 
développements  constamment  égaux  représentent  donc  la  même 
fonction.  Comme  une  fonction  n’est  développable  en  fonctions 
sphériques  que  d’une  seule  manière,  il  faut  que  les  fonctions  du 
même  ordre  soient  les  mêmes,  c’est-à-dire 


On  a donc 
(118') 


(2 /Z  -h  i)Yn=  4tcY„. 


Le  problème  est  ainsi  complètement  résolu. 


/ 
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Remarque.  — On  pourrait  arriver  à ce  résultat  en  appliquant 
directement  le  théorème  de  Green.  On  isolerait  le  point  M par  une 

demi-sphère  intérieure  et  l’on  prendrait  ~ pour  l’une  des  fonc- 
tions  figurant  dans  le  calcul. 
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42.  Historique.  — Ces  fonctions  se  sont  présentées  tout  d’abord 
dans  l’étude  de  la  diffusion  et  de  l’équilibre  de  la  chaleur.  La  sur- 
face d’un  corps  est  supposée  aune  température  donnée:  en  chaque 
point  il  s’agit  de  déterminer  le  mouvement  de  la  chaleur  et  s’il  y a 
lieu  l’état  d’équilibre  atteint  au  bout  d’un  certain  temps.  Fourier 
et  Poisson  avaient  résolu  le  problème  pour  une  sphère  homogène. 
Ils  avaient  résolu  aussi  le  problème  pour  le  volume  compris  entre 
deux  sphères  concentriques.  Dans  ce  dernier  cas,  la  température 
est  donnée  en  chaque  point  de  la  surface  extérieure  et  de  la  surface 
intérieure  et  il  faut  déterminer  le  mouvement  et  l’équilibre.  Pour 
résoudre  ces  problèmes,  on  se  sert  des  fonctions  sphériques  que 
nous  avons  reconnues  être  de  la  forme  rnf{®)g{y)- 

Le  problème  pour  l’ellipsoïde  est  resté  longtemps  sans  solution. 
Lamé  l’a  résolu  en  introduisant  des  fonctions  spéciales  qu’on 
appelle  maintenant  fonctions  de  Lamé.  Quand  l’ellipsoïde  se 
réduit  à une  sphère,  les  fonctions  étudiées  par  Lamé  ( Journal  de 
Liouville , i83g)  se  réduisent  aux  fonctions  sphériques,  qui,  à ce 
point  de  vue,  sont  un  cas  de  dégénérescence  des  fonctions  de 
Lamé.  Nous  emploierons  les  notations  de  Poincaré  dans  les 
Figures  d'équilibre. 


43.  Introduction  des  coordonnées  elliptiques.  — Considérons 
les  surfaces  du  second  degré 


(119) 


•T2  Z<Z 

X2  — a2  X2—  62  + X2  — c2 


où 


c < b < a 


et 


X2— a2<  X2 — 62 < X2— c2. 
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Les  surfaces  obtenues  quand  X varie  sont  appelées  surfaces 
homofocales.  Elles  constituent  un  système  triple  orthogonal  carac- 
térisé chacun  par  l’une  des  trois  racines  en  X2de  l’équation  (i  19). 
Par  tout  point  P de  l’espace  passent  trois  de  ces  surfaces:  i°  Un 
ellipsoïde  pour  lequel  la  valeur  correspondante  de  X que  nous 
désignerons  par  p est  plus  grande  que  a.  — 20  Un  hyperboloïde  à 
une  nappe  H,  ; la  valeur  de  X,  que  nous  désignerons  par  p,  est 
comprise  entre  a et  b.  — 3°  Un  hyperboloïde  à deux  nappes  H2; 
la  valeur  v de  X est  comprise  entre  b etc.  D’ailleurs  on  ne  peut  pas 
avoir  X < c,  autrement  on  aurait  des  surfaces  imaginaires.  Ainsi 
les  trois  racines  positives  de  l'équation  en  X qui  exprime  que  les 
surfaces  homofocales  passent  par  un  point  P sont  p,  p,  v,  et  l’on  a 

c<v<6<p<a<  p. 


Ces  quantités  p.  p,  v sont  les  coordonnées  elliptiques  d’un  point 
de  l’espace.  A un  point  P correspond  un  seul  système  de  valeurs 
p,  p,  v,  mais  à un  système  de  valeurs  p,  p,  v correspondent 
huit  points  de  l’espace  : ce  sont  les  huit  points  d’intersection  des 
surfaces  p,  p,  v,  points  qui  sont  deux  à deux  symétriques  par 
rapport  aux  plans  de  coordonnées. 

Donnons-nous  donc  p,  p,  v et  calculons  #,  yy  z.  On  a évidem- 
ment l’identité  fondamentale  qui  définit  p,  p,  v comme  les  racines 
de  l’équation  ci-dessus 


( 1 2°  ) 


**  _ (p2_  X2)(tU2—  X2)(v2  — X2) 

X- — c-  (X2 — a2)  ( X2 — b2)  (X- — c2) 


Le  coefficient  de  X6  est  bien  — 1 dans  les  deux  membres. 

Pour  avoir#8,  multiplions  les  deux  membres  par  X2 — a2,  puis 
faisons  X2  = a2.  On  a 


(121) 


, p2—  g*-)  (V2_  q2) 

(a2 — b2)  (a2 — c2) 


On  obtient  de  même  poury^  et  z 

q (p2 — 62)(<jl2 — 62)(v2 — b2)  _q  (p2 — c2)(jjl2 — c2)  (v2  — c2) 

~ (b2 — a2)  (b2—  c2)  ’ ( c2  <z2  ) (c2  b2  ) 


On  obtient  toutes  les  valeurs  de  x2,y2t  z2  en  donnant  à p,  p,  v 
toutes  les  valeurs  possibles  dans  leur  intervalle  de  variation.  On  a 
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d’ailleurs  pour  a?,  y,  z un  double  signe  devant  le  radical.  Pour 
avoir  tous  les  points  de  l’espace  on  donnera  d’abord  à tous  les  radi- 
caux le  signe  + et  l’on  fera  varier  p de  -h  oo  à a,  puis  de  a à -f-  oo, 
et  ainsi  de  suite  en  changeant  le  signe  du  radical  au  moment  où  il 
s’annule.  De  même  on  fera  varier  pi  de  a à A,  puis  de  b à a et  v 
de  b à c et  de  c à b,  en  changeant  le  signe  du  radical  quand  il 
s’annule. 

44.  Expressions  en  p,  p,  v d’un  polynôme  en  X,  y,  z.  — Consi- 
dérons un  polynôme  Q„  (x,  y)  z)  de  degré  n,  homogène  ou  non. 
Remplaçons  x}  y , z par  leurs  valeurs  en  p,  p,  v.  Alors  Qn  devient 
symétrique  en  p,  p,  v puisque  x , y,  z le  sont.  De  plus,  il  sera  de 
degré  n en  p,  à condition  de  convenir  que  y/p2  — a 2 est  du  premier 
degré  en  p (pour  p très  grand,  cette  expression  est  en  effet  du  pre- 
mier degré  d’infinitude). 

Nous  allons  étudier  certaines  formes  particulières  du  poly- 
nôme Q„  et  la  forme  du  polynôme  transformé.  Nous  distinguerons 
quatre  classes  : 

Première  classe.  — Le  polynôme  Q/t  est  un  polynôme  en  a?2, 
jK2,  z 2,  ne  contenant  que  des  puissances  paires.  Si  A est  son  degré 
par  rapport  à a?2,  y2,  z 2,  on  a n = 2 A-.  L’expression  transformée 
est  un  polynôme  en  p,  p,  v,  symétrique  et  de  degré  2 A' en  p,  en  p, 
et  en  v : 

QO2,  y 2,  z2)  = $(p2,  p-,  v2). 

Deuxième  classe.  — Le  polynôme  Q/t  est  de  la  forme 
a?P(a?2,  y2,  z2),  où  P est  un  polynôme  de  degré  k en  x 2,  y2,  z 2, 
d’où  71=2^+ 1.  L’expression  transformée  est 

x P(#2,  y2,  z 2)  = G y/p2 — <z2  y/p2 — ci 2 y/v2 — a2  <I>(p2,  p2,  v2). 

C’est  une  expression  de  degré  2 k 4-  1,  d’après  les  conventions, 
car  est  de  degré  ik  et  le  produit  des  radicaux  est  du  premier 
degré  en  p,  p,  v.  On  aura  de  même 

y P (a?2,  y2,  z2)  = G'  y/p2 — b2  y/p2 — A2  y/v2 — A2  <D(p2,  p2,  v2), 

£ P(a?2,  jk2,  £2)  = G"  y/p2  — c2  y/ p2  — - _ç2  y/v2 — c2  <ï>(p2,  p2,  v2); 

C,  C',  C"  étant  des  constantes  qui  dépendent  de  a,  b , c. 
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Troisième  classe.  — Le  polynôme  Qn  est  de  la  forme 
yz P(ju2,  y2,  £2),  qui  est  de  degré  ik  -{-  2,  si  P est  de  degré  k en 
22. 

L'expression  transformée  est 

y z P(#2,  y2,  z2) 

= Ci  ^(p*— 6s)(ps— c«)  vV—  **)([**— C»)  v/(v*— è«)(v>— o>) 

X $(p2,  {JL2,  V2), 

<1>  étant  du  degré  2 k en  p,  p,  v,  l’expression  totale  est  du 
degré  2Âr  + 2,  avec  notre  convention.  On  aura  encore  les  deux 
expressions 

zx  P(^r2,  y'1,  z 2) 

= G'i  V^(P2 — c2)(p2— a2,)  \/(p2  — c2)(fx2— a2)  \/(v2—  c2)(v2— a2) 

X ^(p2,  [J.2,  v2); 

.rv  P(#2,  y2,  £2) 

C'(  ^ Cp2  — «2)  (p2  — 62 ) v/(p2 — a2)  (p2 — ^2)  y/(v2 — a2)  (v2 — ^2) 

X <ï>(p2,  J^2,  v2). 

Quatrième  classe.  — est  de  la  forme  xyzl?(x2,  y2,  z 2), 
donc  = 2 /r  —J—  3 • L’expression  transformée  est  encore  de  degré 
2/r-f-3,  avec  nos  conventions 

xyz  P (x2,  y2,  z2)  = G,  JJ  v/(P2~  a\)  (p2~  62  ) (P2~  c2)  $(p2,  H-2,  v2). 

p,  p.,  V 

En  résumé , nous  avons  considéré  quatre  classes  de  polynômes. 
La  première  classe  comprend  un  seul  type  de  degré  pair,  la 
deuxième  trois  types  de  degré  impair,  la  troisième  trois  types  éga- 
lement de  degré  pair,  enfin  la  quatrième  un  seul  type  de  degré 
impair.  Nous  avons  donc  quatre  types  de  degré  impair  et  quatre 
types  de  degré  pair,  en  deux  classes  chacun.  Ces  huit  types  suffisent 
d’ailleurs  dans  tous  les  cas  puisqu’un  polynôme  quelconque  IL 
peut  toujours  être  décomposé  en  une  somme  de  polynômes  ren- 
trant dans  les  types  considérés. 

Les  expressions  transformées  sont  symétriques  en  p,  p,  v,  et 
du  même  degré  que  les  polynômes  primitifs  en  x,  y,  z}  moyennant 
la  convention  indiquée. 
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45.  Problème  inverse.  — Nous  allons  maintenant,  en  sens 
inverse,  examiner  diverses  formes  spéciales  des  expressions  trans- 
formées et  voir  à quelle  forme  des  polynômes  Q„  elles  corres- 
pondent. 

Soit /(p2)  un  polynôme  de  degré  k en  p2.  C’est  donc  un  poly- 
nôme de  d-egré  pair  2 /c,  en  p.  Soient  de  même  /(p2)  et  /(v2)  le 
même  polynôme  en  p2,  v2. 

i°  Considérons  la  fonction  symétrique  en  p,  p,  v,  constituée 
par  le  produit /(p2)/(p2)/(v2).  Puisque  c’est  une  fonction  symé- 
trique des  racines  de  l’équation  (1 19) 

x 2 r2  jz2 

+ ~l  = °> 


c’est  une  fonction  rationnelle  des  coefficients  de  cette  équation  et 
par  conséquent  une  fonction  rationnelle  (et  même  entière)  de 
#2,y2,  *2. 

Supposons  en  effet  que  /(p2)  soit  décomposé  en  facteurs,  ainsi 
que/(p2)  et /(v2)  qui  ont  les  mêmes  racines,  on  a 

/(  P2)  = ( P2—  al)  ( P2—  a2.)-  . .(  P2—  «*), 

/O2)  = (F2—  ai)  (h-2—  *2)-  • -O2—  */c), 

/(  v2)  = ) v2—  a4)  ( v2—  oc2).  . .(  v2—  oc*). 


Le  produit  considéré  est  donc  de  la  forme 

'Xei)/(nî)/02)  = L[[(p2-  ((i2-  ^ (v2_  ”i)]- 

P , 

Revenons  alors  à l’identité  fondamentale  (120)  et  faisons-y  X2=  a,-; 
on  a 


(122)  (p2  — ai)(p2  — a*-)(v2  — a/)  = G 


— a2  a*- — 62  ' a 

et  le  produit  considéré  peut  s’écrire 

(123)  /(p^/C^X/V)  = C'n(  -2—  - -21 

\ai~  1 


-a2  a*-  — 62  a* — c2 

- QO2,  72;  *2) 


T?*-) 

) 


qui  est  un  polynôme  spécial,  décomposé  en  facteurs  quadratiques 
en  x,y,  z. 
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2°  Considérons  maintenant  les  expressions 

v/p2— a2/(p2),  \J  ,a2  — Ô2/([x2),  yV-— «2/(v2), 

et  cherchons  de  quel  polynôme  est  dérivé  leur  produit. 

Le.  produit  des  trois  radicaux  n’est  pas  autre  chose  que  x à un 
facteur  constant  près.  Nous  venons  de  voir  la  forme  du  produit 
des  trois  fonctions  f.  On  aura  donc,  en  désignant  par  Q le  poly- 
nôme de  la  forme  précédente  décomposé  en  facteurs  quadratiques, 
les  trois  formes  suivantes,  à un  facteur  constant  près  : 

VV—  <*2/(p2)  vV2—  «2/<>2)  s/v-  — «2/(v2)  = ^ QO2,  J2,  *2), 
vV2—  62/(p2)  vV2—  62/(h-2)  v/v2—  62 /O2)  = 7 Q02>  z~)> 

\/p2 — c2/(p2)  — c2/(^2)  v/v2—  c2/(v2)  = £ QO2,  y2,  £2). 


3°  Considérons  les  expressions  suivantes  et  leur  produit 

VZ(  p2—  «2)(P2“  è‘2)/(  P2); 

v/(M-2 — <*2)  (P*-2  — 

v/(v2._a-2)(v2_^2)  /(  V 2 ), 

on  voit  immédiatement  que  l’on  a,  à des  facteurs  constants  près, 
pour  l’expression  des  trois  produits  : 

JJ  v/(p 2— «2)(p2—  62)/(p2)  = a?y  Q(^2,  y2,  *2), 

p,P,v 

JJ  V7(P2 — 62)  (P2—  ca)/(p*)=ys  Q02>  72>  *2)> 

p,  JA,  V 

JJ  v/(p2_  c2)  (p2—  a2)/(p2)  = sa?  .QO2,  y2,  s2). 

P»>,v 


4°  Enfin  on  voit  de  même  que  le  produit  des  trois  expressions 
analogues  à 

v7(p2—  «2)  (p2— 6'2)  (p2—  c2)/(P2) 


sera  égal  à 


.rys  Q (a?2,  y2,  s2). 


résumé , les  polynômes  particuliers  que  nous  venons  de  con- 
sidérer se  décomposent  en  quatre  classes,  qui  se  ramènent  identi- 
quement aux  quatre  classes  x'2,  y2,  -s2,  considérées  plus  haut  : 


CHAPITRE  VI.  — FONCTIONS  DE  LAMÉ. 


125 


deux  classes  d’un  seul  type,  deux  classes  de  trois  types;  quatre 
classes  paires,  quatre  impaires. 

Gomme  tous  les  polynômes  peuvent  se  décomposer  en  poly- 
nômes de  nos  huit  types  en  x'2,  y2,  z 2,  ils  pourront  tous  égale- 
ment se  ramener  à nos  huit  types  de  polynômes  en  p,  p,  v. 

46.  Élément  linéaire  et  équation  de  Laplace  en  coordonnées 
elliptiques.  — Calculons  d’abord  ds2.  Le  système  des  surfaces  p,  p,  v 
étant  triplement  orthogonal,  on  a simplement 

ds2  = dz2-b  dy2-b  dz 2 = a 2 dp2  H-  (32  dp2 -b  y2  d'd. 


Pour  calculer  dp,  dp,  dv,  prenons  les  dérivées  logarithmiques  des 


O21); 

on 

a 

p dp 

■ -h 

p dp 

v dv 

p2 — a2 

p2—  a2 

;2 — a2 

p dp 

p dp 

v dv 

p2 &2 

p2—  è2  ' 

v2—  62 

p dp 

'-4- 

p dut. 

1 1 -1  . 

v dv 

P2 C2  p2 C2  V 2 — c2 


ds 2 = p2  dp2 


[< 


(p2— a2)2  (p2_  è2)2  (p- 

u2  <^p2  r - — - — — ^ h-  

LO2  — a2)2 


*>,] 


Pour  calculer  l’expression  entre  crochets,  partons  de  l’identité 
fondamentale  (120)  écrite 


y- 


X2— a2  ^ X2— è2  X2— c2 


__I  = (p2_X2)_ 


(fX2_x«)(v»-X«) 


' ^ ( X2  et2  } ( X2  — è2  ) ( X2  c2  ) 


Prenons  les  dérivées  des  deux  membres  par  rapport  à X2,  on  a 

[. x 2 y2  Z 2 1 

(X2— a2)2  (X2—  62)2  + (X2— c2)2J 


-a2)2  (X2 — 62)2  (X2 — c2)2 

(p2— X2)(v2— X2) 

" (X2 — a2)  (X2 — è2)  (X2 — c2) 

-(p2_X2)-^  (^— X*)(v*-X2) 

vp  'dX2  (X2 — a2)  (X2 — 62)  (X2 — c2) 
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1 étant  arbitraire;  faisons  l = p dans  cette  identité,  il  vient 


(124) 


(H2—  P2)  (v2 — P2) 


(p2 — a2)2  (p2 — 62)2  ' (p2 — c2)2  (p2 — <z2)(p2 — ù2)(p2 — c2) 

On  a donc  pour  a2,  et  de  même  pour  (32  et  y2  : 

9 = P2(pi2  — p 2 ) (v 2 p2) 

(p2—  a2)(p2—  ô2)(p2  — c2)’ 
pi2(v2— pt2)(p2— pi2) 

P (! 

9=  V2(p2—  v2)(^2—  V2) 

y ( V2—  «2)(v2  — 62)(v2— -c2)’ 

expressions  que  nous  pouvons  écrire  avec  Poincaré 


(125) 


([x2-  p»)(y*-  P2) 

A2 

( v2— pt2)(p2—  pi2) 

B2 

( p2_  V2)  ([X2 — *v2) 

C2  ’ 


A2  = 


(P2-^2)(P2- ^)(P2-^), 


B,  = O2  — a2)  (p»-2—  62)  (p>.2—  c2)  . 

pt2 

( v2 — a-)  ( v2 — è2)  ( v2 


C2=  • 


-c2) 


où  A2  dépend  seulement  de  p,  B2  seulement  de  p,  et  G2  seulement 
de  v.  Écrivons  l’équation  de  Laplace  en  p,  p,  v : on  a,  d’après  (91), 


) / py  dV\  t d fyot.  dV\  à / a(3  dV\  _ 
p \ a dp  / ' dpi  \ (3  dpi  / + dv  \ y dv  / ° ’ 

Êxl./E 

a V B2 


/“A2/  9 9,, 

Pc^(|i—  vS>’ 


multiplions  alors  par  i,  il  vient 

d r a dvi  d r b 7,dvi  dre,,  , dvi 

Tt  Lbc («*—  v'}  5fJ  + Y [ex <v~  p'}  5?  J + R Lâb  { P2- ^ * J = 0 


(126) 


.Cp2-  v2)  a 

H-(  V2—  p2)  B 


(*?) 


ou  enfin,  en  faisant  sortir  du  signe  de  dérivation  les  termes  indé- 
pendants de  la  variable  de  dérivation  et  multipliant  par  ABC, 

à_ 

dp 

*(•?). 

+c-','ci(c3- 

11  est  commode  ici  de  faire  un  changement  de  variables  qui  est 
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tout  indiqué  et  qui  introduit  les  fonctions  elliptiques.  En  effet, 
l’expression  A — j ? où  A ^ apparaît  deux  fois,  conduit  à poser 


(127) 

c’est-à-dire 

(127') 


do 


= du, 


du 


= do, 


dv 


= dw, 


p dp 


= du. 


V(p2  — a2)  (p2 — b2)(p2—c2) 

où  p sera  fonction  uniquement  de  u et,  réciproquement,  p.  fonction 
de  e et  v fonction  de  w. 

Gomme  on  a 


dV 


_ = <>v  rfp  ==  v dv 

d?£  dp  ^p 


il  viendra  finalement 

(128) 


. (V2_ 


d2  V , , 


Il  faut  maintenant  exprimer  p,  p,  v en  fonctions  de  w,  e,  ce,  et 
c’est  ici  que  s’introduisent  les  fonctions  elliptiques.  Lamé  avait 
utilisé  les  notations  de  Legendre  et  de  Jacobi,  qui  ont  l’inconvénient 
de  n’être  pas  symétriques.  Poincaré  a utilise  les  notations  de 
Weierstrass.  ' 


47.  Rappel  de  quelques  notions  sur  les  fonctions  elliptiques. 
i°  Le  point  de  départ  est  celui-ci.  Considérons  l’équation 

(129)  = = ds. 


v/4s3- 


gis- 


Le  polynôme  sous  le  radical  est  du  troisième  degré,  g\2  et  g3  sont 
des  constantes.  En  intégrant,  on  tire  s en  fonction  de  z en  suppo- 
sant s=zao  pour  z = o,  et  l’on  pose  s = pz  qui  est  la  fonction 
inverse  de  la  fonction  z(s)  définie  par 


f' 


ds 


\Z4tf3 — g%s  — gz 

2°  La  fonction  pz  est  la  fonction  elliptique  fondamentale  ('). 


(’)  Voir  Appel  et  Lacour,  Précis  de  la  Théorie  des  fonctions  elliptiques 
(Gauthier-Vil  lars). 
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Pour  z = o,  on  a s = oo,  et  s = o est  un  pôle  d'ordre  2 de  y>s.  En 
développant  pz  dans  le  voisinage  de  l’origine,  on  a 

Pz  = +Gii*-h..v. 

Cette  fonction  admet  deux  périodes  qu’on  désigne  par  2w  et  2 go', 
ce  qui  donne 

pO  2<o)  = pz,  p(z  -h  2ü>')  = pZ. 

3°  Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  les  racines  de  l’équation  du  poly- 
nôme du  troisième  degré  sous  le  radical  sont  réelles  : 

(i3o)  4s3—  gts  — gz—  4(5  — ci)’(s  — e2)(s  — e3)  Oa<  e2<  e±). 

On  sait  que  g2  est  alors  négatif.  On  a de  plus,  le  coefficient  de  s 2 
étant  nul, 

e±  -f-  e2H-  ez  = o. 

Ici,  a)  est  réel,  et  l’on  peut  le  prendre  positif;  de  plus,  go'  est 
purement  imaginaire  et  l’on  peut  lui  donner  le  signe  + . 

4°  Ce  qui  nous  intéresse,  ce  sont  les  valeurs  de  z qui  rendent  s 
réel.  Dans  le  cas  actuel,  où  e,,  e2}  £3  sont  réels,  s est  réel  quand  z 


Fig.  32. 


se  déplace  sur  les  côtés  du  rectangle  ayant  pour  sommets  o,  go, 

GO  + GO',  GO'  ( fig . 32). 

Partons  de  o,  pz  est  infini.  Quand  z croît  de  o à go,  s = pz 
décroît  de  + 00  à . Puis  quand  z va  de  go  à go  -f-  go',  à co'  enfin  à o, 
décroît  successivement  de  à e2)  à e3,  enfin  à — 00.  Pour  ce 
dernier  point,  on  voit  en  effet,  par  le  développement  en  série, 
que  pz  est  infini  et  négatif  quand  z s’approche  de  l’origine  par 
valeurs  purement  imaginaires. 
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Ainsi  quand  la  variable  imaginaire  décrit  le  contour  considéré, 
la  fonction  pz  prend  toutes  les  valeurs  réelles  comprises  entre 
-|-  oo  et  — oo. 

Nous  allons  voir,  en  ce  qui  concerne  les  polynômes  de  Lamé,  qu’il 
faudra,  pour  avoir  des  expressions  réelles,  que  u varie  de  o à gj, 
v de  co  à oo  + go',  enfin  w de  co  -f-  go'  à co'. 

5°  On  a,  en  posant  s — pz  = p, 

(l3l>  = Pz  = ^ s?’  — g z s — 8'-i  ~ ^ \/(p  — — e.2)(p  — ed), 

d’où  l’on  tire,  en  élevant  au  carré  et  dérivant  de  nouveau, 

(l3‘0  ' 2'pyi=^I2p*p/^£'sp/,  p"=6p2— 

6°  Enfin  nous  avons  vu  qu’en  représentant  o dans  le  plan  de  la 
variable  complexe,  pz  est  réel  (dans  le  cas  où  e,,  e.j,  e3  sont  réels) 
sur  le  contour  du  rectangle  des  demi-périodes  et  l’on  a 

P(o)  = ±oo,  pu  = eh  p(oj  + oj')  = e.2,  pw'=e:>. 

7°  On  démontre  que  la  fonction  y/ pz  — ■ e{  est  uniforme.  H y a 
là  quelque  chose  d’analogue  à ce  qui  se  produit  en  trigonométrie 
où  la  fonction  y/ 1 — sin-  u est  uniforme,  malgré  le  radical.  On  pose 

(03)  \p  — ev  = pu  ^p  e>>  — po,  \p  — e3=p:i. 

Les  fonctions  jj,,  jj2,  J3;{  sont  doublement  périodiques  aussi,  mais 
n’ont  pas  tout  à fait  les  mêmes  périodes  que  y>.  Voici  le  tableau 
des  changements  de  signe  que  subissent  ces  fonctions  par  l’addi- 
tion de  2 w ou  de  200',  ainsi  que  le  tableau  de  leurs  périodes  : 


P * 

2 W. 

2<o'. 

-b 

Périodes. 

2 oo  2 03' 

Pi* 

_4— 

— 

2 03 

4 03' 

Pi* 

....  — 

— 

4 03 

4 w' 

P3  S 

-b 

4 03 

2 03 ; 

On  a par  exemple  jj'  = 2y>,  la  dérivée  p a pour  périodes 

2 go  et  2 go';  c’est  ce  qu’on  peut  vérifier  : en  ajoutant  2 go,  on  voit 
que  jj,  ne  change  pas  de  signe,  et  en  changent  tous  deux, 
ce  qui  ne  change  pas  le  signe.  Il  en  est  de  même  avec  2 go'. 


APPELL. 


IV. 


3o 
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48.  Notations  symétriques  et  réduites  de  Weier strass.  — Rappe- 
lons-nous les  changements  de  variables  qui  définissent  z/,  r,  w,  en 
fonctions  de  p,  p,  v,  ainsi  que  l’inégalité 


Posons 


et 


g2  < v2  < b-  < fi2  < a-  < p2. 
p 2 = S -}-  g,  2 p c/p  = ds 

ci- — g = e1;  b- — g = e2,  c2 — g = g:Jj 


où  g-  est  défini  par  la  condition  <?,  + e3  = o,  c’est-à-dire 


^ ^2+  c2). 

On  ramène  ainsi  les  équations  (127')  en  zizz,  dv,  dw  à la  forme 
réduite  de  Weierstrass 

(i35)  ds  = du, 

2 \/(s  — e^)(s—  e2)(s  — g3) 


où  l’on  a e3  < e2  < et , car  c 2 <C  b2  <C  a3. 

On  aura  alors  ^ ==  y>zz  sous  la  condition  que,  pour  s — o,  u soit 
infini. 

On  aura  donc  p2  = pu  -1-  g.  Or  nous  savons  que  p2  doit  varier 
de  + 00  à a1.  Alors  s doit  varier  de  4-  oc  à ci-  — g—  eu  il  suffit 
donc  de  faire  varier  u de  o à co  sur  l’axe  des  quantités  réelles. 

On  aura  de  même  p.2  = pu  -f-  g et  pour  que  p2  soit  réel,  il 
faudra  faire  varier  c de  co  à ca  <*>',  c’est-à-dire  y>c  de  ex  à e->  et  p2 
de  a2  à b 2. 

Enfin,  on  a v2  — pw  4-  g.  Il  faudra  faire  varier  w de  00  -f-  co'  à 
c 0',  pw  de  e2  à es  et  v2  de  b-  à c >. 

Avec  ces  notations  en  y>  et  e , les  expressions  de  x-,y-,  z 2 (12 1) 
deviennent  plus  simples  et  s’écrivent  symétriquement  : 


(1 30) 


r2  = (p  /Z  — gj  ) (p.  ^ — gj  ) (p  w — e.y) 
(gx  — g2)(g1— g3) 

_ (pu  — gg)(pe  — g2)  (p «•’  ~ e->) 
O2  — g3)  («2  — «i) 

s,  = (pzz  — g3)(pr  — g:i)(p<v  — g^  ^ 

(g3— ga)(g:.— g2) 


On  voit  de  plus  sur  ces  formules  que  chaque  parenthèse  ayant 
pour  racine  une  fonction  uniforme,  x , y , ^ sont  des  fonctions 
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uniformes  de  u,  c,  ce.  En  faisant  varier  u,  c,  (v  dans  leur  domaine 
de  variation,  on  obtiendra  tous  les  points  de  l’espace. 

L’équation  de  Laplace  prend  de  même  une  forme  simple  et 
symétrique,  carp2  — v2  devient  pv — (pw  et  AV  s’écrit  d’après  (i  28) 


(i37) 


, d2V 


- ( P w — Pu) 


d°-V 

de2 


-t-(pU'-pf) 


d2V 

div2 


Toute  solution  de  cette  équation  traduite  en  x,  y,  z donnera  une 
fonction  V(#,  y,  z ) qui  satisfera  à l’équation  de  Laplace. 


49.  Fonctions  de  Lamé  et  produits  de  Lamé.  — i°  Prenons 
l’équation  de  Laplace  sous  la  forme  A V = o et  proposons-nous  de 
chercher  des  polynômes  en  x,  y,  3 de  degré  /?,  qui  satisfont  à cette 
équation.  Quand  on  passe  des  coordonnées  x, y,  z aux  coordonnées 
p,  p,  v l’équation  AV  = o prend  la  forme  ( 1 26)  etV  devient  une  fonc- 
tion entière  algébrique  de  p et  des  radicaux  y/ p2  — a2,  y/ p2  — b'1, 
y/p2  — c2,  de  pt.,  de  v et  des  radicaux  correspondants.  Nous  avons  vu 
que  V est  symétrique  en  p,  pi,  y et  qu’il  est  de  degré  n séparément 
en  p,  en  pi  et  en  v,  à condition  de  considérer  les  radicaux  comme 
étant  du  premier  degré.  Enfin,  quand  on  passe  des  coordonnées 
x,  y,  z aux  coordonnées  w,  c,  ce,  alors  V devient  une  fonction  algé- 
brique, symétrique,  entière  des  quantités 


pu,  \!pu — eh  [/pu  — e.2,  \Jpu  — ev„  pc, 

et  AV  prend  la  forme  (187). 

Réciproquement,  si  l’on  prend  de  telles  fonctions  symétriques  de 
p,  p,  v ou  de  u,  c,  ce,  en  remontant  aux  x,  y,  5,  on  retrouvera  des 
polynômes. 

20  Lamé  cherche  toutes  les  solutions  de  cette  nature  et  les  trouve 
toutes  en  essayant  les  solutions  de  la  forme 


V'ÿ/(p2)/(fx2)/(v^), 

où  f est  un  polynôme,  le  même  dans  les  trois  facteurs. 

Cherchons  d’abord  les  solutions  de  la  forme 

Y - RMN, 

où  R dépend  seulement  de  p2,  M seulement  de  p2,  et  N de  y2. 


132  figures  d’équilibre  d'une  masse  liquide  en  rotation. 
Substituons  cette  valeur  de  V dans  (126),  on  a 


En  divisant  tout  par  RMN  on  obtient  l’expression 


où  le  coefficient  de  p2  — v2  est  fonction  de  p seulement,  celui  de 
y-  — p2  fonction  de  p et  celui  de  p2  — p2  fonction  de  v.  Ajoutons 
à cette  équation  les  deux  identités  suivantes  : 


(P~  V2)  I -f-(v2—  p2)l  +(p2—  P2)l  =0, 
(p2 V2)p2-f-  (v2 p2)p2-h  (p2 — p2}'/2  = O, 


on  obtient  ainsi  trois  équations  linéaires  homogènes,  par  rapport 
aux  quantités  p2  — v2,  v2  — p2,  p2  — p2.  Ces  trois  quantités  ne  sont 
pas  nulles  toutes  à la  fois.  Le  déterminant  des  coefficients  doit 
donc  être  nul.  Il  existe  ainsi  une  relation  linéaire  et  homogène 
entre  les  coefficients  d’une  même  colonne.  On  aura  donc,  K et  H 
étant  des  constantes, 


(i39) 


ou,  d’après  (127), 


(i39') 


A _d 
R dp 
J3  d 
M du. 
G d 
N d' 


n dM  \ 


( 

Kc%) 


= Kp2  + H, 


==  Kp2-f-  Iï. 
= lv  v2h-  H , 


d'1  R 
du  - 


- = (K  p2H-  H)  R. 


f^  = (Ku*-hH)M. 

dv- 
d2N 


dw- 


:(Kv2H-I1)N. 
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On  a ainsi  trois  équations  qui  définissent  R.  M,  N,  et  qui  sont 
linéaires  en  R,  en  M et  en  N,  car  on  peut  les  écrire 


(139") 


A-2  cM R 
I»  7// 


A V'  d\\  . 

TT  = 


IJ, 


Les  coefficients  sont  de  plus  des  polynômes  rationnels  en  p,  car 
À-  et  sa  dérivée  AA'  sont  rationnels  en  p. 

Mais  il  ne  faudra  pas  prendre  de  ces  équations  une  solution 
quelconque.  R par  exemple  devra  être  un  polynôme  par  rapport  à 
p,  \!  p - — \/p-  — b- y \/  p-  — c~.  Rien  ne  prouve  pour  le  moment 

qu’une  telle  solution  existe. 

Quand  on  aura  une  solution  R — /(p‘J)  delà  première  équation, 
M = /(p--)  sera  une  solution  de  la  seconde  et  N = /(v2)  de  la  troi- 
sième, où  /représente  la  même  expression.  Les  fonctions  /(p2), 
/(p2),  /(v2)  s’appellent  les  fonctions  de  Lamé  et  les  produits  de 
deux  ou  trois  de  ces  fonctions  s’appellent  les  produits  de  Lamé. 

En  recommençant  les  mêmes  raisonnements  elles  mêmes  calculs 
à partir  de  l’équation  (i 3^)  et  en  désignant  par  R,  M,  N des  fonc- 
tions de  Uy  r,  w,  on  trouve  que  l’équation  qui  définit  R s’écrit  de 
même 

^-[k(p„-H.?)  + nin  = o 

ou,  en  posant  h — K " -f-  H, 

(i4o)  — ( L P 11  -T-  b ) 14  — o. 


où  les  constantes  Iv  et  h doivent  être  convenablement  déterminées. 


50.  Recherche  de  solutions  particulières.  — Lamé  a donné  de 
ces  équations  des  solutions  se  rapportant  aux  quatre  classes  déjà 
étudiées  plus  haut.  Si  /désigne  un  polynôme  de  degré  À en  p2, 
n étant  le  degré  total  de  R en  p,  on  a : 

(I)  R =/(p-)  ( n — 2À;  degré  pair,  une  forme); 

(II)  R = V7?-  — «2/(p2)>  R - V7P2 — p'  = V P'  — c~f  (P®) 

(«  = 2/c  + i;  degré  impair,  trois  formes); 

(HI)  R=  \/(  p - — ) ( p"  — b1  ) /(  p’2  ), 

(/?.  = 2 k 2 ; degré  pair,  trois  formes); 

R § V(?»-«»)(p,-6,)(p‘-c,)/(p*) 

(n  = 2 A: -h  3;  degré  impair,  une  forme). 


(IV) 
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On  a quatre  formes  de  degré  pair,  quatre  de  degré  impair  en  p, 
soit  en  tout  huit  formes  pour  chaque  entier  k , au  moins  à partir 
de  k — i . 

Si  nous  remplaçons  les  expressions  en  p par  les  expressions  cor- 
respondantes en  pu,  nous  aurons 

pu=h 

7/(P„)=I_L+... = 


Les  expressions  R auront  donc  des  formes  analogues  à celles  en  p 
et  qui  seront  du  même  ordre  en  ^ > car  f est  du  degré  k en  pu  et 
chaque  radical  est  de  l’ordre  de  ^ • L’ordre  total  sera  encore  n. 

Les  considérations  précédentes  permettent  de  fixer  la  valeur 
de  K dans  l’équation  différentielle  (i4°)- 

Supposons  en  effet  qu’il  existe  des  solutions  de  l’une  des  quatre 
classes  indiquées  et  que  cette  solution  soit  d’ordre  n.  En  dévelop- 
pant cette  solution  par  rapport  aux  puissances  décroissantes 

de  ->  on  aura 
u 

^ _ i éZR  _ 11  cZ-R  _ n(nr- t-i) 

En  portant  ces  valeurs  dans  l’équation  différentielle  il  vient 
un+*  \ un  ) \if-  J 


d’où,  en  égalant  les  coefficients  de  u~^n+-\ 


K = n(ri  -h  i). 

Ainsi  la  constante  K est  déterminée  dès  qu’on  se  donne  l’ordre 
de  la  fonction  que  l’on  cherche.  L’équation  prendra  alors  la  forme 


(MO 


= [rc(rc-bi)pw-t-  A] R 


/ ou 


Elle  contient  encore  une  constante!  On  peut  déterminer  cette 
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constante  de  façon  que  la  solution  soit  de  l’un  des  types  indiqués. 
Si  l’on  n’assujettissait  pas  la  solution  à cette  condition,  on  pourrait 
encore  intégrer  l’équation,  comme  l’a  fait  Hermite,  et  la  solution 
générale  serait  donnée  par  des  fonctions  doublement  périodiques 
de  seconde  espèce.  Les  travaux  d’Hermite  sur  cette  question  ont 
été  le  point  de  départ  de  travaux  importants  sur  l’intégration  des 
équations  différentielles  linéaires,  dont  les  coefficients  sont  double- 
ment périodiques,  travaux  que  domine  un  théorème  deM.  Picard. 

Lamé  s’est  occupé  seulement  du  cas  où  la  solution  est  de  l’un 
des  types  indiqués. 

i°  Degré  pair . — Soit  n — 2 A ou  2/1  + 2.  Alors  R appartient  à 
la  classe  I ou  à la  classe  III.  On  a d’abord  dans  la  classe  I 

R ==  /(pii)  = pk  u aj  p*-1  u +-  a2  pk~~  u -f- ...  H-  a*-i  p « H-  a*. 

Nous  allons  voir  qu’il  y a des  solutions  à condition  que  A ait  des 
valeurs  spéciales,  qui  soient  les  racines  d’une  certaine  équation 
algébrique.  Prenons  en  effet  les  deux  premières  dérivées  de  R : 

— ==  [Ap*-i  u 4-  <7c  — 1)34  p k " u +-  oc*_,  ]p'  u, 
cfi  R 

~dgY  ~ lk(k— i)p*~2m  + (A—  i)(A— 2)aipk-zu^...]p'*u  + [kpk-iu-h...]p"u. 

d 2 

Remplaçons  ja'  et  p"  par  leurs  valeurs  ( 1 3 1 ) et  portons  et  R 
dans  l’équation  différentielle  (i4i),  elle  devient 

[ A(  A — i)p*-2  -+ ....  ] (4  p3—  g-,p  — g.)  [ ApÆ-i  ^6  P2— y ^2) 

= [n(n  4-  i)p  H-  h]  [p*4-  a,  pk~l  + . . .]. 

En  égalant  les  coefficients  des  termes  du  plus  haut  degré  en  p , 
c’est-à-dire  du  terme  ja*-1"1,  on  a 

4 A(A — 1)  4-  6 k = n(n  -h  1)  ou  2 A(2 k 4-  1)  = n (ji  -h  1). 

Cette  équation  donne  n — 2 A et  détermine  le  degré  A du  polynôme 
en  ja.  Les  coefficients  du  terme  en  ja*  donnent 

(14*2)  4(A  — 1)  (A — 2)044-  6(A  — i)a.i  — /i(n  4-  1)044-  h 

ou 

2 (A  — 1)  (2  A — 1)34  — n(n  4-  1)04  4-  h 
— h = 2 ( 4 A — 1)  34  = 2(2/1  — 1)7.1. 
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Celte  équation  détermine  a,  en  fonction  de  A,  par  une  expression 
du  premier  degré  en  A.  On  obtiendra  ensuite  a2  par  une  expression 
du  premier  degré  en  a,  et  en  A,  mais  contenant  le  produit  a,  A. 
Elle  sera  donc  du  second  degré  en  A et  ainsi  de  suite.  En  égalant  à o 
le  terme  constant  de  l’identité,  on  obtiendra  une  dernière  relation 
entre  a,,  a2,  . . et  A.  En  remplaçant  dans  cette  relation  tous 

les  a par  leurs  valeurs  en  fonction  de  A,  on  obtiendra  finalement 
une  équation  C(A)  = o de  degré  A-}-  i,  dont  toutes  les  racines 
sont  réelles.  A chaque  racine,  correspondra  une  solution  du  type 
considéré.  L’équation  en  A ainsi  obtenue  est  l’équation  caractéris- 
tique du  cas  étudié.  Nous  l’écrirons 

(i  43)  C|+i(  A)  ==  o. 

Ï1  faudra  ensuite  porter  ces  k -f-  i racines  dans  les  valeurs  des  a 
pour  obtenir  les  k- f-  i solutions.  Si  certaines  racines  en  A étaient 
imaginaires,  il  en  serait  de  même  de  certains  coefficients  a.  Par 
exemple  a,  étant  une  fonction  linéaire  de  A,  si  h est  imaginaire, 
a,  le  sera  aussi.  De  même  si  deux  valeurs  de  A sont  distinctes,  les 
valeurs  correspondantes  de  a,,  et  par  conséquent  les  solutions, 
seront  également  distinctes. 

Dans  la  classe  III  l’expression  R s’écrira 

R = y/p  u — e t y/p  u— e.2(p  u A 3 j p $ a-_i  )• 

Le  polynôme  en  p u commence  par  y»*-1  de  façon  que  le  produit 
commence  par  jj2*,  car  on  a posé  encore  ici  n — 2/r,  et  non  pas 
2 A -H  2 comme  dans  le  tableau  général  pour  la  troisième  classe. 
On  déterminera  les  ,3,,  (32,  . . . , comme  dans  le  cas  précédent. 
Il  y a maintenant  k — 1 coefficients  et  k équations.  En  éliminant 
ces  k ■ — 1 coefficients,  on  obtiendra  donc  une  équation  caractéris- 
tique de  degré  k en  A.  Si  nous  désignons  par  III,,  IIL,  III 3 cha- 
cune des  trois  formes  de  cette  classe,  on  aura  les  équations  carac- 
téristiques 

(i44)  = o,  Gf’(A)  = o,  Ci"V0  = o, 

qui  nous  donneront  chacune  k valeurs  de  A,  à chacune  desquelles 
correspondra  une  valeur  de  R,  et  aussi  une  fonction  M et  une 
fonction  N. 
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Pour  n pair  le  nombre  tolal  des  fonctions  de  Lamé  sera  donc 
k -H  i fonctions  de  la  classe  ï et  3 k fonctions  de  la  classe  111,  soit 
en  tout  + 1=2  n -f*  1 fonctions  de  Lamé. 

20  Degré  impair.  — Soit  la  classe  II,  on  a n = 2 A -h  1 et 

K = v;,|>  u — e , (p*  + a p*-1  -h . . . H-  a/c). 

Le  polynôme  en  j/‘  est  d’ordre  2 k en  l-  • Il  y a donc  /.  coeflicients 

et/r  + 1 équations.  L’équation  caractéristique  s’écrira  C”+l  (h)  — o. 
Nous  aurons  donc  à envisager  les  trois  équations 

cas)  ca.,(*)  = o,  e;uw=o,  c iy,(*)  = o, 

où  l’exposant  II,  représente  la  forme  \/p«  — e,  ( j>fc  — 

Nous  aurons  donc  3 (k  -h  1)  solutions  de  la  classe  If. 

Pour  la  classe  IV,  on  a R de  la  forme 

R = y/ P u — e i v p n — e,  \j pu  — ël  (p*“: 1 -F  Pi  p*“! 2 4- . . . H-  (3*_i  ), 

expression  de  degré  n = 2 À’  -f-  1 . 11  ja  /r  — 1 coefficients  et  À' rela- 
tions. L’équation  caractéristique  unique  est  de  degré  k : 

046)  C%(h)  = o. 

Pour  77  impair,  nous  avons  donc  3 ( À\ + 1 ) solutions  de  la  classe  lî 
et  k solutions  de  la  classe  IV,  soit  en  tout  2 (2  k -f-  1)  + 1 == in  -j-  1 
solutions. 

Dans  tous  les  cas,  il  y a donc  271-4-1  fonctions  de  Lamé. 

Ayant  obtenu  ainsi  pour  n donné  les  in  -f-  1 fonctions  R,  on  en 
déduira  les  277  + 1 fonctions  M et  les  277  + 1 fonctions  N,  en  y 
remplaçant  R par  p,  puis  par  c,  ou  bien  11  par  e,  puis  par  w.  On 
aura  ainsi  le  tableau  suivant  des  fonctions  de  Lamé  d’ordre  n : 


1 

; R- 

R 2,  . 

. Rjt,  . 

...  RXn+i 

(147)  < 

M }lf 

m;2,,  . 

...  M'„  ., 

... 

1 

’ N<, 

n;2,  . 

. .,  N{j,  . 

..,  N 

En  faisant  le  produit  de  trois  fonctions  de  Lamé  correspondantes, 
011  a un  produit  de  Lamé  et  il  y en  aura  277+1  en  tout. 

Si  nous  revenons  aux  coordonnées  rectangulaires,  chacun  de  ces 
produits  sera  un  polynôme  en#,  y,  z de  degré  77,  harmonique,  non 
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homogène.  Il  y a in  + i de  ces  polynômes  : 


Qn(x,y,  z),  QU*,  y,  ...»  QVl+l<X+  *)• 


En  faisant  une  combinaison  linéaire  des  2 /i  + 1 produits  de  Lamé, 
on  peut  écrire 


Q(x,y:z)=  2 AiRi.Mi.N;,; 


où  les  A / sont  2/1+1  coefficients  arbitraires,  et  en  revenant  aux 
coordonnées  a?,  y , z , on  a encore  une  solution  de  AV  — o,  qui 
dépend  de  in  + 1 coefficients  arbitraires.  Cette  combinaison  des 
QL  (+  y j z)i  nous  la  désignerons  par  Q (a?,  y,  z). 

51 . Les  équations  caractéristiques  en  h ont  toutes  leurs  racines 
réelles.  — Voici  la  démonstration  donnée  par  Liouville  et  basée 
sur  la  représentation  du  rectangle  de  la  fonction  pz  dans  le  plan 
des  variables  complexes.  Nous  allons  faire  la  démonstration  pour 
le  cas  des  fonctions  de  Lamé  de  la  première  classe.  Elle  s’étend 
facilement  aux  autres  cas.  Pour  plus  de  commodité  aussi,  nous 
considérerons  la  fonction  N au  lieu  de  R. 

Soit  donc  la  fonction  N (w).  Prenons  N,  et  N2  deux  fonctions 
qui  correspondent  à deux  valeurs  h{  et  h2  de  h.  Pour  toute  valeur 
de  w comprise  entre  ca'  etca  + ca',  où  la  fonction  est  réelle, 


Formons  alors  la  combinaison  analogue  à celle  des  moments 


et  intégrons  entre  les  limites  w'  et  ca  + ca',  on  a 


Or  le  premier  membre  est  nul.  En  effet,  on  a 


Ni  = pk  W -h  a,  w + OC*, 
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P étant  un  polynôme  en  j)iv,  qui  reste  fini  ainsi  que  pw  sur  la 
droite  d’intégration.  Or  on  a encore 

p(to')  = e-i  et  p(w  + ü/)  = e2. 

Donc  s’annule  aux  deux  limites  d’intégration.  Il  en  est  de 
même  de  ^ 11  reste  donc 

dw 

, (O-f-tO'  COH-to' 

( ! 48 ) (hi  — h.2)  Nj  N s dw  — o ou  / Ni  N2  dw  — o, 

si  les  deux  racines  sont  distinctes.  Cette  dernière  équation  rappelle 
celle  des  polynômes  sphériques  et  nous  allons  en  déduire  la 
démonstration  cherchée. 

En  effet,  l’équation  caractéristique  est  à coefficients  réels.  Si  elle 
admet  la  solution  imaginaire  hK  ■=  h - j-  ih\  elle  admettra  aussi  la 
solution  h2  = h' — ih".  Considérons  alors  les  polynômes  Nj  et  N2 
correspondants.  Ils  contiennent  des  imaginaires,  puisque  a,  au 
moins  les  contient,  étant  linéaire  en  h.  Ils  sont  donc  imaginaires 
conjugués.  On  aurait  alors 

(0-+-W' 

' N"2)  dw  — o. 

ou' 

Tous  les  éléments  de  l’intégrale  seraient  alors  réels  et  positifs^  car 
on  peut  écrire 

w = ü/-j-  dw  = 10  d%, 

et  £ varie  de  o à i . 

Dans  ce  cas  l’intégrale  ne  saurait  être  nulle.  Donc  il  ne  peut  pas 
y avoir  de  racines  imaginaires. 

Nous  verrons  encore  plus  loin  que  les  valeurs  de  h sont  dis- 
tinctes. Nous  verrons  de  plus  que  les  fonctions  N obtenues  sont 
linéairement  indépendantes  et  cela  au  moyen  de  la  même  intégrale. 

52.  Formation  effective  des  fonctions  de  Lamé.  — i°  Pour 
n — i , il  y a 2 n — {—  i = 3 fonctions  de  Lamé  qui  sont 

R = sjjpu  — ei,  R = \Jpu  — e2,  R = \J$u — ez 

ou 

R = \J p2 — a-,  R = \/p2 — b2,  R = \ p- — c- 

et  trois  autres  fonctions  analogues  pour  M et  N. 
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Formons  le  produit  RMN,  avec  les  trois  premières  fonctions  par 
exemple,  on  a 

RMN  = y/p 11  — V P p y/p  w — e±=  Car, 

à une  constante  près.  Or  Cx  vérifie  bien  l’équation  AV  = o,  on 
vérifie  ainsi  que  le  produit  considéré  y/ pu  — e,  y/y>p  — e,  y/ pw  — e, 
est  un  produit  de  Lamé  et  chacun  des  radicaux  est  bien  une  fonc- 
tion de  Lamé. 

2°  Pour  n = 2,  on  a 211  + 1 = 5.  Nous  aurons  cinq  fonctions 
en  R,  en  M,  en  N et  cinq  produits  de  Lamé. 

Formons  d’abord  ceux  delà  classe  III,  ce  sont  : 

R = VP  u — c-1  y/ p u — e-1, 

R — y/p u — e2  y /pu  — e3, 

R — V P lt  — e3  y/p  w — e± . 

Le  produit  RMN  correspondant  à la  première  expression  sera 

RMN  = y /-pu — é±  y/pp — e 1 y/ppp — ex . yp« — e.2  y/ pp — e,  y/ppp — e2  = Cxv; 

C xy  est  une  fonction  qui  vérifie  bien  AV  — o.  Le  produit  RMN 
d’où  dérive  Cxy  est  bien  un  produit  de  Lamé,  et  les  facteurs  sont 
des  fonctions  de  Lamé. 

Les  fonctions  de  Lamé  de  la  classe  I sont  moins  évidentes.  On  a 
ici  2 k = n — 2,  c’est-à-dire  k = 1.  Or  le  polynôme  R en  pu  doit 
satisfaire  à la  relation  ( 1 4 1 ) qui  devient 

£it  = (6P«  + A)R. 

Posons 

Rf;p“  + tt»  dou  ^ =p  « = 6p2— -^2- 

On  doit  avoir  identiquement 

°P2  — ; £3  = (6P  + h) (p  4-  a). 

Ce  qui  donne  les  relations 


G oc  -+-  h — o, 


yJi  = 
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L’équation  caractéristique  est  donc 
k- — 3g.2,  d’où 
On  a ainsi  les  solutions 


AI.  = po  ± - v'  ïffi- 


N = pw±  - v/3 g. 


et  les  deux  produits  de  Lamé  correspondants. 
Considérons  par  exemple  le  produit 


RMN  = 


[P»- 


5 fi  *')  (JW- 


i\,3é 


En  l’exprimant  au  moyen  de  x,  y , z on  doit  retrouver  un  poly- 
nôme harmonique  du  second  degré. 

On  peut  d’ailleurs  trouver  ce  polynôme  par  un  calcul  direct. 
Partons  en  effet  de  l’identité  fondamentale  (120)  où  nous  posons, 
comme  on  l’a  déjà  vu  n°  48, 

a*  = a -4-  g,  a 8 = e-y  -H  g,  p-  = p u -f-  g, 

On  obtient 

^,2  + y2  + ^2  _ l _ (p  u — (p  y — «)  (p  ^ ) # 

a — eL  a — e%  a — e3  (a  — 61)  (a  — e2)(e — e3) 

Déterminons  maintenant  a de  manière  que  le  premier  membre 
soit  un  polynôme  harmonique,  c’est-à-dire  tel  que  AV  = o,  en 
désignant  par  V le  premier  membre.  On  aura 


ou 


a — e±  a — e2  a — £3 
3 a2 — e2-f-  e3)  -h  (e^-b  e2e3-b  <?3<3i)  = o. 


Mais  e,,  eL>,  <?3  sont  racines  de  l’équation 

4 s3  — gïS  — g 3=0; 

on  a donc 

-T- e2-h  e;i  = o,  eié2-f- e2e3-f- <?i  = 

et  l’équation  en  a devient 

O 9 1 1 /ÿ— 

3*'=ï*«  * = =Fë^gf 


■ 7 #2 
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On  retrouve  ainsi  les  mêmes  valeurs  de  a que  celles  qui  sont 
racines  de  l’équation  caractéristique.  En  substituant  cette  valeur 
de  a dans  le  second  membre  de  l’identité,  on  a un  produit  de  la 
forme  RMN,  la  même  que  ci-dessus,  et  qui  est  nécessairement  une 
solution  de  l’équation  de  Lamé.  Donc  chacun  des  facteurs  est  éga- 
lement une  fonction  de  Lamé. 


3(>  Pour  n = 3,  on  a sept  fonctions  de  Lamé  du  troisième  ordre. 
On  a ici  n ==  3 = 2 k -h  1 et  k — 1 . On  aura  donc  deux  fonctions 
de  Lamé  pour  chacune  des  trois  formes  II  et  une  de  la  forme  IV. 
La  solution  de  la  forme  IV  est  immédiate  : 

R — y/p  u — ei  y fpu  — e2  y/pn — e-i,  RMN  = C xyz. 

Pour  avoir  les  solutions  de  la  classe  II,  on  peut  partir  de  l’iden- 
tité fondamentale  en  multipliant  les  deux  membres  par 


x — C y/p  u — ex  y/p  u — e.2  \/ p u — e:]. 

On  a 

x:î  xy 2 xz- 

7.  — ey  ' a — e.>  a — è3 

. {pu  — a)  yp  u — c,  (p  r — a)  \Jpv  — ey  (pw  — a)  \'pw—  ev 

\y 

On  détermine  a de  façon  que  le  polynôme  du  premier  membre  soit 
harmonique,  il  vient 

1 \ ( x 3 _j_  xy~  j_  xz~  3 oc  x ' x _0 

2 \ a — ey  ' a — e2  a — / a — e \ a — e.,  ‘ a — e3 


Cette  équation  détermine  deux  valeurs  de  a et  deux  fonctions  R. 
Mais  cette  méthode  qui  peut  être  généralisée  est  beaucoup  plus 
compliquée  que  la  voie  directe  précédente. 

Moutard  a cherché  à déterminer  tous  les  cas  où  les  polynômes 
harmoniques  en  x , y,  z peuvent  se  décomposer  en  facteurs  qua- 
dratiques. Ce  sont  précisément  les  cas  où  ces  polynômes  corres- 
pondent aux  produits  de  Lamé.  Il  n’y  en  a pas  d’autres.  Nous 
voyons  ainsi  une  grande  analogie  avec  les  fonctions  sphériques. 
On  peut  la  pousser  plus  loin. 
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53.  Analogie  des  fonctions  de  Lamé  et  des  fonctions  sphériques. 
— Gomme  pour  les  fonctions  sphériques,  il  y a 2/1-f-  1 fonctions 
de  Lamé  d’ordre  n.  On  peut  montrer  que  l’analogie  se  poursuit 
très  loin  et  que  les  fonctions  sphériques  sont  des  cas  limites  parti- 
culiers des  fonctions  de  Lamé. 

Nous  avons  défini  plus  haut  un  point  de  l’espace  par  l’inter- 
section des  trois  surfaces  homofocales  de  paramètres  p,  p,  v.  Soient 
x,  y,  z les  coordonnées  d’un  point  quelconque  de  l’ellipsoïde  p. 
Faisons  le  changement  de  variable  suivant  : 

(i5o)  x ==  X\  \/p2 — a -,  y = yt  y/p2 — b-,  Z\  Vp2  — c2. 

Le  point  x, , JKi,  zlf  ainsi  défini,  satisfait  à la  relation 

xl  + yj+yj  — i = o, 

c’est-à-dire  que  si  p et  v varient  (en  restant  dans  leurs  intervalles 
de  variation),  x,  y,  £ décrit  l'éllipsoïde  et  x,,  y4,  z,  décrit  une 
sphère.  Nous  avons  donc  effectué,  par  ce  changement  de  notation, 
la  transformation  homographique  qui  fait  correspondre  la  sphère 
à l’ellipsoïde. 

En  remplaçant  x , y,  z par  leurs  valeurs  (121)  on  obtient 

(p2—  ag)(  V2—  a1) 

1 ( b% — cC- ) ( c- — a2)’ 

(p*-  6*)(v*-fel) 

V I (C2_  b*)’ 

2 _ (p2—  c2)(  v2—  C2) ; 

1 (a2—  c2)  ( ô2 — c- ) 

Ces  valeurs  vérifient  bien  la  relation  = 1 . Le  point 

se  trouve  donc  sur  la  sphère  de  rayon  1 . En  prenant  sur  cette 
sphère  le  système  de  coordonnées  polaires  en  Q et  <p,  011  pourra 
encore  écrire 

(102)  Xi  = sinO  cos  ©,  yi  = sinO  sincp,  -1=cosO. 

Les  coordonnées  x, , yt , z,  sont  donc  à la  fois  des  fonctions  symé- 
triques de  p et  v et  des  fonctions  de  0 et  <p. 

Considérons  alors  le  produit  MN  de  deux  fonctions  de  Lamé 
correspondantes,  d’ordre  n.  Ce  produit  MN  sera  une  fonction  de 
p,  v,  qu’on  pourra  également  exprimer  en  fonction  de  0 et  de  cp. 
Cette  fonction  de  Q et  de  <p  sera  une  fonction  sphérique. 
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En  effet,  considérons  le  produit  RMN  de  trois  fonctions  corres- 
pondantes de  Lamé  d’ordre  n.  Soit  Q„  (x,  y,  z)  le  polynôme  har- 
monique correspondant,  ordonné  en  groupes  homogènes 

y,  s)=P n(x,  y,  s)  + P»-,(^  y,  z) p0. 

Remplaçons  x}  y,  z par  leurs  valeurs  en  a?,,  y, , z,  ; alors  RMN 
peut  s’écrire  en  mettant  en  évidence  l’homogénéité  des  groupes  P 


RMN  = p»  P„  +-fn-l  P„_,  ( - 

\p  P p)  \? 

T-,  / i/p2  a~  • 

s=  P 11  P,.  — SI 

\ P 


- sinO  cosc, 


sin  0 sin  cp, 


cos  0 


Divisons  tout  par  pn,  il  vient 

>■( 


Ain  m p /, 


\ p2 — a-  . 


sin  0 cos  9, 


— — sinO  sine 


-cesO^-j-  IlL 


R 


Si  maintenant  p augmente  indéfiniment,  — tend  vers  i , ainsi  que  les 

P 

radicaux.  II  est  un  polynôme  qui  reste  fini.  On  a donc 

(r53)  MN  = P„(sinOcoso,  sinGsino,  cosO). 


Or  MN  est  un  polynôme  harmonique  homogène  dans  lequel  on  a 
remplacé  x,  y , z par  les  coordonnées  d’un  point  sur  la  sphère. 
C’est  donc  une  fonction  sphérique 

MN  = Y„. 


Mais  on  a 2 n -f-  i fonctions  M.  En  formant  les  2 n -h  i produits  MN, 
on  obtiendra  comme  cas  particulier  les  211  -f-  1 fonctions  Y„. 

Ces  2 11  -j-  1 fonctions  Yn  seront  linéairement  indépendantes  si 
les  2/i+i  fonctions  M le  sont.  Elles  constitueront  donc  un  système 
fondamental  de  fonctions  sphériques.  Ce  système  et  le  système 
déjà  formé  au  moyen  des  polynômes  de  Legendre  sont  deux  sys- 
tèmes linéairement  équivalents,  et  non  distincts. 
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o 4.  Développement  d’une  fonction  <I>(p,  c)  sur  l’ellipsoïde  en 
une  somme  de  produits  de  Lamé.  — Nous  venons  de  voiries  rela- 
tions qui  existent  entre  les  fonctions  et  les  produits  de  Lamé  d’une 
part  et  les  fonctions  sphériques  d’autre  part.  Un  produit  de  Lamé 
tel  que  MN  n’est  autre  chose  qu’une  fonction  sphérique,  avec 
changement  des  variables  p,  v en  0,  cp. 

De  même  le  Y„  (0,  <p)  le  plus  général  pourra  s’exprimer  par  une 
somme  des  2 n + i produits  M/2Nn.  On  aura  donc 


Or  une  fonction  quelconque  de  9 et  de  © comme  <I>(0,  cp),  c’est-à- 
dire  une  fonction  de. deux  angles,  peut  être  développée,  sous  cer- 
taines conditions,  en  une  somme  de  fonctions  Y*.  En  effectuant  le 
changement  de  variables  qui  fait  correspondre  les  (9,  cp  aux  p.,  v,  la 
fonction  <ï>(0,  cp)  deviendra  une  certaine  fonction  de  p,  v et  les  Y„ 
deviendront  des  sommes  de  produits  MN,  car  chaque  fonction  Y„ 
se  trouvera  remplacée  par  une  somme  dépendant  en  général  de 
2 »-f  i produits  M,*N/(.  On  aura  donc 


où  l’on  fait  la  sommation  d’abord  par  rapport  aux  «,  ce  qui  recons- 
titue la  fonction  Y„,  puis  par  rapport  aux  n , ce  qui  donne  la  série. 

Considérons  en  particulier  l’ellipsoïde  défini  par  une  certaine 
valeur  de  p,  donnée  par  les  formules  qui  lient  les  x , y , ^ aux  xx, 
y,,  Z\.  Il  suffira  d’exprimer  les  x,  y,  z en  fonction  de  p.  et  de  v 
pour  obtenir  cette  relation.  Cela  revient  à dire  qu’à  toute  valeur 
de  p.  et  de  v correspond  un  seul  point  de  l’ellipsoïde  p donné  et 
réciproquement. 

Si  maintenant  nous  considérons  une  fonction  <î>  donnée  sur 
l’ellipsoïde,  c’est-à-dire  n’ayant  qu’une  valeur  en  chaque  point  de 
cet  ellipsoïde,  est  une  fonction  de  p.  et  de  v,  et  d’après  ce  que 
nous  venons  de  démontrer,  <ï>  sera  développable  en  une  série  de 
produits  de  Lamé,  qui  sera  aux  notations  près  une  fonction  sphé- 
rique. 

APPELI.;  — IV.  10 


n—x  n — x i = 2 + l 
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Remarque.  — Si  sur  une  sphère  on  prend  une  fonclion  <I>  de  5 
et  de  9 qui  est  un  polynôme  en  x , r,  s,  on  peut  la  développer 
suivant  les  fonctions  Yn  et  l’on  a alors  un  développement  limité 
<1>  = Y0  + Yi+. . . + Y„. 

Faisons  le  changement  des  variables  de  0,  9 en  p,  v.  Un  poly- 
nôme en  x,  y , z devient  un  polynôme  par  rapport  aux  quantités 

•{jl,  v,  ^/[jl2 — a -,  y'p2 — b-,  s/ y1 — c-,  yV2 — a -,  y/v2 — b-,  ^/v2 — c-. 

De  plus,  ce  sera  un  polynôme  symétrique  qui,  sous  sa  forme  la 
plus  générale,  comprendra  également  huit  sortes  de  termes,  com- 
binaisons des  précédents 

/(n*)/(v‘),  •••• 

Inversement,  en  repassant  aux  coordonnées  0 et  9,  un  tel  poly- 
nôme se  transformera  en  un  polynôme  en  sin0cos9,  sin0sin9, 
cos0.  En  l’exprimant  en  produits  de  Lamé,  ce  polynôme  admettra 
donc  un  développement  fini  et  l’on  aura 

n—m  n+  I 

(.56)  * = 

n — 0 i — 1 

55.  Cas  de  dégénérescence.  — Au  point  de  vue  géométrique  on 
peut  se  demander  quelle  est  la  nature  de  ces  coordonnées  p et  v à 
l’aide  desquelles  nous  avons  pu  exprimer  symétriquement  les  coor- 
données d’un  point  de  la  sphère.  Il  est  facile  de  voir  qu’elles 
représentent  sur  la  sphère  un  système  de  coniques  sphériques 
homofocales 


comme  on  a a'2^>  p2  ">  b->  v2^>  c2,  les  signes  des  trois  termes  du 

premier  cône  sont F -F  et  ceux  du  second j—  Pour  le 

premier  on  a des  ellipses  réelles  en  le  coupant  par  le  plan  x — const. 
et  pour  le  second  en  le  coupant  par  le  plan  z = const.  Le  point  M, 
de  la  sphère  a pour  coordonnées  les  paramètres  des  deux  ellipses 
homofocales  qui  passent  par  M,  {fig.  33). 
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Le  cas  limite  des  coordonnées  homofocales  est  constitué  sur  la 
sphère  par  le  système  des  coordonnées  polaires.  Ce  sont  précisé- 
ment ces  cas  de  dégénérescence  que  nous  allons  examiner.  Ils  se 
produisent  quand  deux  des  quantités  a,  ù,  c deviennent  égales. 
Tant  qu’elles  sont  inégales,  on  a de  véritables  coordonnées  homo- 
focales. 

Premier  cas  : a = b.  — Nous  allons  procéder  par  continuité  et 
supposer  d’abord  a et  b très  voisins  avant  de  les  faire  se  confondre, 
et  nous  étudierons  ce  qui  se  passe  quand  ils  Lendentl’un  vers  l’autre. 
On  a a2>p.2>ù2,  on  pose  b-— a2 — £ et  \x2=a2  — £p/2,  où  p/ 


varie  de  o à i et  £ tend  vers  o.  Voyons  successivement  ce  que 
deviennent  les  expressions  de  x , jp,  z.  On  a 


On  a b2  — a2  — — £,  et  p.2  — b2  — £ (i  — p/2),  les  autres  b tendent 
vers  a,  il  vient 


Ici,  p.2  — a 2 = — £p/2  et  a2  — b2  = s,  il  vient 


De  même 


y .=  vV2 — a~ 


o-~  v- 


a - — c- 


/ 

j 
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On  aura  de  même,  avec  p‘- — c2=  ci-  — c2, 


Or,  posons 
d’où 


puis 

et 


enfin 

(iô7)  sin9=y/| 

Les  expressions  ci-dessus  x , y,  z s’écriront,  en  coordonnées  ana- 
logues aux  coordonnées  polaires,  en  9 et  9,  sous  la  forme 

(i58)  -a;  = r'i  sino  cos  9.  y = sinO  sin  o,  cos  0. 

En  faisant  a = 6,  nous  avons  obtenu  un  ellipsoïde  allongé  de 
révolution  autour  de  O 3.  On  aura  alors 

(108')  ^ = tango; 

9 désigne  donc  l angle  du  méridien  du  point  M avec  le  plan  zOx. 
Quant  à 9 , c'est  une  variable  analogue  à la  latitude  de  la  sphère. 

Ainsi  les  produits  de  Lamé  à deux  ternies,  qui  sont  dans  le  cas 
général  des  fonctions  de  p et  v,  et  aussi  des  fonctions  sphériques, 
se  trouvent  ici  exprimés  directement  en  fonction  de  9 et  de  9. 
Autrement  dit,  MN  = /’(p)  /('■>)  vérifie  l'équation  des  fonctions 
sphériques.  C’est  réellement  une  certaine  fonction  Y„  quand  b tend 
vers  a.  A lalimite  /(p)  devient  J\  (p7),  en  divisant  s'il  y a lieu  par  une 
certaine  puissance  de  £ en  facteur;  par  conséquent  n’est  plus 
la  même  fonction  que  /,  mais  aura  une  expression  analytique  diffé- 
rente. Le  produit  MN=/,(p')/(v)  n’est  plus  symétrique  en  p7 
et  v. 

Cette  limite 


/ (H8-  *)(•>*-  fl  - /'±Zl 

y { c-  — a- ) ( c-  — b-)  * ‘ y a-  — c 


\ 1 — P - — s 1 11  o . 


V p~«-=  r i 


\ P C'=  '*2- 


cos  0 = v 1 — sin2  0 : 


MN  =/,(,u)/(v)=  F1(?)F(0)  = Y„(0:  ?) 
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est  donc  une  fonction  sphérique,  décomposée  en  un  produit  de 
deux  facteurs.  Or  nous  avons  trouvé  que  les  fonctions  sphériques 
qui  se  présentent  ainsi  sont  de  la  forme 


où  XJ  est  fonction  uniquement  de  9 et  donné  par  l’expression  (io5) 


11  s’ensuit  donc  que  M»  tendra  vers  siny?cp  ou  vers  cosy>©  et  N 
vers  X£.  Nons  avons  d’ailleurs  2 n -f- 1 produits  MN  et  chacun 
d’eux  tendra  vers  l’un  des  produits  Xg’sinyxp  ctX^cosyxp. 

06.  Détermination  des  fonctions  de  Lamé  dans  le  cas  de  dégéné- 
rescence. — Il  faut  étudier  comment  se  comportent  à la  limite  les 
types  de  nos  quatre  classes  distinguées  plus  haut. 

i°  n peur.  Fonctions  de  la  première  classe.  — On  a alors 
M=/(p2)  et  N = /(v2).  Nous  avons  vu  qu’à  la  limite  M devient 
un  certain  polynôme/,  (p'2)  en  pJ2=  cos2cp,  c’est-à-dire 


D’autre  part,  nous  venons  de  voir  que  cette  valeur  de  M est  cosyxp 
ou  siny?cp.  Cette  dernière  solution  ne  convient  pas,  car  sin/?<p  est 
une  fonction  impaire.  De  plus,  il  faut  que  p soit  pair  pour  avoir 
cos  y?  9 = /,  (cos2cp).  Les  valeurs  limites  de  M sont  donc 

(160)  COSO  = I,  COS  2 O,  COS  4 9,  . COS2/C9  = COS/l  9. 

Il  y a A*  — f—  1 valeurs  si  n = 2k.  Les  fonctions  N correspondantes 
sont  à la  limite 


(iô9)  x/u  $iny>  9?  x'n  cos  y?  9 (p  = 0,1,2,...,  n), 


(161) 


Cherchons  de  même  ce  que  deviennent  à la  limite  les  équations 


I JO 
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différentielles  de  Lamé  ( 1 4 1 ) 

^7  = [n(/i  + I)pp+  A]M. 

Pour  passer  de  la  première  forme  à la  seconde,  on  a posé  (n°  46) 

u.  dix 


d\x 

IL 


V ( fx2  — a*  ) ( — b*  ) ( (<x2  — c2  ) 


■ = dv. 


D’autre  part,  pour  étudier  le  passage  à la  limite,  on  a posé 
jjL-  = a- — £|x'2,  b-  — a- — s,  jx  d\x  = — e;x'  d\x. 

11  vient  donc  à la  limite  en  posant  coscp 

j — s[x'  d\x'  — d\x'  dy 

y/( — six'2)  s(i  — \x'-)(a-  — c2)  y/( i — |x'2)(c2  — a-)  y /c2  — a- 


L’équation  différentielle  devient  donc 


( c2  — «2 ) €^~  =j«(/i  + 1) a- -h  H J M 


do- 


=■  KM. 


Puisque  la  limite  de  M est  cos po,  où  yj  est  pair,  on  a évidemment 


<i2M 

7^  =--P'M> 


K=-, 


«(/i  + i)a2+H 


Nous  savions  déjà  que,  pour  que  la  solution  M existe,  il  fallait 
que  II  soit  l’une  des  k -b  i racines  d’une  équation  E,  analogue  à 
l’équation  caractéristique  donnant  h . Nous  retrouvons  ici  ces  k -f-  i 
valeurs  données  par 


(162) 


11  ( Il  -h  l)a2-4-  Hi 
==  O, 

a 2 — ç2 

n(n  iW2-b  II» 

— — ; r = 22. 

a-  — c2 

n (11  --  i)<72  1 1 1 


ci- — c- 


= (2  A)2. 


20  ti  pair.  Fonctions  de  la  troisième  classe.  — Considérons 
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d’abord  les  fonctions  du  premier  type  III,.  On  a 

M = vV2—  b'2  vV2—  c*/(p*).=  V^1  — ^2)(a2— c2)/^'2). 


Si  n — i k est  le  degré  de  M,  le  degré  de  f sera  k — i . Or  M étant 
solution  d’une  équation  différentielle  linéaire,  on  peut  diviser  son 
expression  par  la  constante  \J e(a - — c2),  il  vient 


M = y i — p'2/i(p'2)  = sin  9 f i (cos2  o ). 

Nous  avons  vu,  d’autre  part,  que  M doit  être  égal  à sinyxp  ou  à 
cosyxp.  Gomme  ici  la  fonction  M est  impaire,  ce  ne  peut  être  que 
sin/^cp  avec  p impair. 

L’équation  caractéristique  E2  correspondant  à ce  cas  aura  à la 
limite  k racines  réelles  définies  par  les  formules 


( 1 6 3 ) 


n(n  + i)a-  + H 


= P- 


Xp  = h 3,  2k- il 


Les  fonctions  du  type  III2  et  III3  donneront  également  chacune 
k solutions  analogues. 

En  effet,  le  type  III2  nous  donne  à la  limite 

M = — c-  a-  = f fi  (p'2)  ==  cosç  fi  (cos"  cp  ). 

La  solution  est  M = cosyKp  avec  p impair. 

Les  racines  limites  de  l’équation  caractéristique  sont  données 
par  la  même  formule  que  précédemment  (i63)  où  p est  impair.  Ce 
sont  les  mêmes  que  celles  de  E 2=  o du  cas  précédent. 

Le  type  III 3 donne  de  même 

M = y/ ij. 2 — a-  v V2—  ^2/(m-2) 

= [J.'  y/i  — p.'2  f ] ( p'2 ) = sincp  cosp  /i(cos2o)., 

La  solution  est  M = sinyacp  avec  p pair  (o  exclu). 

Les  valeurs  limites  des  solutions  de  l’équation  caractéristique 
sont  donc  les  mêmes  que  celles  du  type  I (162),  avec  p pair, 
sauf  p — o. 

En  résumé , pour  n pair  = 2 k,  nous  avons  trouvé  k -{-  1 valeurs 
de  M et  k -i-  1 solutions  de  l’équation  caractéristique  avec  p pair, 
pour  le  type  I,  et  k valeurs  de  M avec  k solutions  du  type  III, . Les 
k dernières  valeurs  séparent  les  A**-pi  valeurs  précédentes. 
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Pour  les  fonctions  du  type  1IL  nous  obtenons  k nouvelles  valeurs 
de  M,  mais  les  k solutions  correspondantes  de  l’équation  caracté- 
ristique sont  identiques  à celles  du  type  III, . Le  type  III 3 donne  de 
même  k nouvelles  valeurs  de  M et  k solutions  faisant  partie  déjà 
du  type  I.  Les  valeurs  du  type  III3  séparent  celles  de  IIÏ2. 

Nous  obtenons  en  tout  4 k -b  i = 2 n -{-  1 v aleurs  de  M,  comme 
il  le  fallait. 

4°  Les  cas  où  n est  impair  se  traiteraient  de  la  même  façon. 


Second  cas  : b = c.  — On  a un  ellipsoïde  aplati.  On  pose 


b-—  C--T-S.  V2  = C2-f-  sv'2. 


C’est  v au  lieu  de  ;jl  qui  est  devenu  le  paramètre  singulier  et  on  le 
remplace  par  v . On  aura  par  exemple 


æ = \ s- — a- 


V »_  gi) 

(«2—  b*-)  (a*-—  c2) 


/*i  cosO. 


On  prend  comme  origine  des  coordonnées  polaires  Taxe  Oti  et 
c’est  p qui  correspondra  maintenant  à b.  On  pose  ensuite  v'  = sin? 
et  I on  arrive  aux  mêmes  conclusions. 


57.  Les  racines  des  équations  caractéristiques  sont  toutes 
réelles.  — Il  est  facile  de  le  démontrer  au  moyen  des  résultats 
précédents,  en  se  basant  sur  la  loi  de  continuité. 

a2,  ù-,  c2  étant  quelconques,  nous  pouvons  prendre  n pair  et 
considérer  seulement  la  cbisse  I dont  l’équation  caractéristique  a 
k -h  1 solutions  et  la  classe  III,  qui  a k solutions.  Nous  pouvons 
supposer  de  plus  que  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  II 
dans  l’équation  caractéristique  est  l imité.  Laissons  alors  a et  c 
fixes  et  faisons  varier  b d’une  façon  continue  entre  les  deux.  Les 
coefficients  des  équations  caractéristiques  E,  et  E;î  varient  d’une 
façon  continue  ainsi  que  leurs  racines.  Si  deux  racines  sont  réelles, 
elles  ne  peuv  ent  devenir  imaginaires  qu’en  devenant  d’abord  égales. 

Si  alors  nous  faisons  tendre  b vers  a,  nous  savons  que,  pour 
b = a.  les  deux  équations  E,  et  E2  dégénèrent  et  nous  en  connais- 
sons les  racines.  Elles  sont  toutes  réelles  et  celles  de  Ea  s’inter- 
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calent  entre  celles  de  E, . Ecrivons  le  tableau  des  racines,  on  a 

(Ei)  H.  H,  II:i  ...  H*  U/.-H 

(E.,)  ir,  il  ...  ir, 

Faisons  varier  maintenant  b en  sens  inverse  et  tendre  vers  c. 
Les  racines  varient  d’une  façon  continue  et  si  par  exemple  deux 
racines  de  E,,  telles  que  H,  et  IL  devenaient  égales,  la  racine  H', 
de  E2  qui  est  restée  constamment  comprise  entre  H1  et  IL  devien- 
drait égale  à leur  valeur  commune.  Nous  aurions  une  racine  double 
de  Tune  des  deux  équations  qui  serait  racine  commune  aux  deux 
équations.  Or  on  démontre  qu’il  est  impossible  qu’il  en  soit  ainsi. 

En  effet,  considérons  les  équations  différentielles  qui  définissent 
M pour  les  deux  classes 

=[nO  + i)pp  + H,]M,  ^ =[«(»  + i)pp  + HV|-M'. 


II,  et  H,  étant  les  racines  des  équations  E,  et  E2.  Nous  supposons 
que  ces  racines  deviennent  égales,  Il , = H', , et  nous  multiplions 
les  équations  par  M'  et  — M,  pour  les  ajouter;  nous  avons 


d'où 


d1  M V1  cl-  M' 

M M — 7—  = o, 

ch-  ch- 


d\\ 

ch 


chl' 

ch 


Or  les  fonctions  M et  M'  sont  de  la  forme 

M = /( P p ),  M'  = /p  c — e,  v'p  c — c,  /,  ( p c ) = p,  c p3  c /,  ( p c ). 


Si  l’on  ajoute  une  période  2co  ou  2ü>',  M ne  change  pas,  sa  dérivée 
non  plus.  Au  contraire,  M'  et  sa  dérivée  changent  de  signe  pour 
Tune  des  périodes,  comme  on  l’a  vu.  On  a donc  nécessairement 


ch  ch 


d’où 


Ar 

M 


= const. 


Cette  relation  est  impossible,  car  alors  M'  et  le  produit  ja2ej33e 
seraient  exprimables  rationnellement  en  fonction  de  pv  et  admet- 
traient les  périodes  2w  et  2«',  ce  qui  n’est  pas,  d’après  ce  qu’on  a 
vu  au  n°  47. 

On  ne  peut  donc  pas  avoir  H,  = 11', . Les  équations  E,  et  E2  ne 
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peuvent  pas  avoir  de  racines  communes.  Les  racines  de  Tune  et 
l’autre  équation  restent  donc  toujours  distinctes  ét  toujours  réelles. 

Remarque.  — On  pourrait  faire  celte  démonstration  sans 
recourir  aux  propriétés  des  fonctions  elliptiques.  En  effet,  en 
revenant  de  v à p,  on  aurait 


M =/Cp2).  et  M'  = /^2— 62  vV2—  c* 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  de  M et  M'  dans  l’équation  différen- 
tielle, les  irrationnelles  ne  disparaissent  pas,  B étant  en  facteur.  Il 
faut  alors  que  la  constante  soit  nulle,  ce  qui  entraîne  en  intégrant 

IVT  = CM',  /([JL2)  = C /[JL2 62  /[JL2 C2  /i([J L2). 

Ce  qui  est  impossible,  le  premier  membre  étant  rationnel,  le 
second  non. 

58.  Formule  fondamentale.  — Posons 


l0  étant  la  valeur  que  prend  l sur  l’ellipsoïde  E0  défini  par  une 
certaine  valeur  constante  p = p0,  on  aura  la  formule  suivante  : 


où  l’intégration  est  étendue  à tous  les  éléments  ch  de  la  surface  de 
l’ellipsoïde  et  où  les  produits  MN  et  M,N,  sont  différents,  soit 
par  l’ordre  des  fonctions  M,  soit  comme  solutions  différentes  de 
la  même  équation  d’ordre  n. 

En  effet,  posons 


Ces  fonctions  possèdent  les  propriétés  du  potentiel,  on  peut  leur 
appliquer  la  formule  de  Green  qui  devient 


= const. 


avec 


( 1 6 5 ) 


Y ==  RMN,  Y j = H , MN. 
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Mais  V et  et  V , étant  des  produits  de  Lamé,  on  a AV  = o et  AV7 , = o. 
Le  premier  membre  est  donc  nul.  Il  en  est  de  même  de  l’intégrale 
du  second  membre  étendue  à la  surface  de  l’ellipsoïde.  Elle  va 
nous  donner  la  formule  cherchée. 

En  effet,  les  surfaces  p,  p,  v étant  orthogonales,  si  p varie  seul, 
le  point  figuratif  reste  sur  l’intersection  des  surfaces  p = const.  et 
y — const.,  et  décrit  une  trajectoire  orthogonale  aux  ellipsoïdes. 
On  a donc 


(166)  cl  s-  — a2  cio- -h  p-  clp.-- f-  y2  ch 2 , cl  s — dn  — a clp. 

Si  l’on  suppose  p croissant,  dp  est  positif,  cette  relation  donne  la 
direction  de  la  normale  extérieure  à l’ellipsoïde  E0.  On  a donc, 
d’après  cette  formule  et  la  formule  (i25), 


dV  _ dW  _ i dV  du  _ i U V 

dn  a dp  a clu  dp  a A \\p- p2)  ( p- v2) 


Mais  V',  étant  la  dérivée  par  rapport  à u,  sera  la  dérivée  de  R MIN 
par  rapport  à u , c’est-à-dire  V'±tê  R'MN,  car  R seul  dépend  de  u 
par  l’intermédiaire  de  p.  En  tenant  compte  de  la  valeur  de  /,  on  aura 
finalement 


dV  _ K MN 

dn  ~ v/(p2_{X2)(p2_v2) 


/ IV  MN. 


V<  donne  une  expression  analogue  et  l’intégrale  double  ci-dessus 
devient 


a 


/(  RMN . R',  Mi  N j — Ri  M , N, . R MN ) ch  = o. 


Or  l’intégrale  étant  étendue  à la  surface  de  l'ellipsoïde,  on  a p — p0. 
Les  fonctions  R,  R;,  R,,  R',  sont  des  constantes  que  l’on  peut 
faire  sortir  du  signe  d’intégration.  De  plus,  l = l0  el  il  vient 


(RR',  — R,  R')  J J ZoMNMiNj  ch  = o. 


Si  R!  est  différent  de  R,  le  premier  facteur  n’est  pas  nul.  On  a 
donc 

(i65)  J Jl0  MNMiNirfj=:o. 

dans  le  cas  où  MN  et  M,  N,  sont  différents. 
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Remarque . — Il  résulte  du  calcul  que  nous  venons  de  faire 
que  l’on  a,  d’après  la  formule  (A), 


(167) 


du 

du 


Cette  variable  l représente  donc  la  dérivée  de  la  variable  ellip- 
tique prise  suivant  la  normale  extérieure.  On  peut  établir  cette 
formule  directement.  En  effet,  on  a obtenu  déjà 


du 

~ch 


\ '( p2  — « 2 ) ( P'  — b- ) ( p-  — c-  ) 


Reportons-nous  au  rectangle  de  variation  de  w,  c,  on  a vu  que 

pour  u ==  o,  on  a p infini  et  p décroît  quand  u croît,  donc  ^ est 

bien  négatif,  il  faut  le  signe  — . On  aura  ensuite 

du  _ du  dp  1 _ 

dn  dp  du  a A 

O11  voit  donc  la  raison  de  l’introduction  de  l dans  les  calculs  : 
c’est  la  dérivée  normale  de  u. 


59.  Calcul  des  coefficients  du  développement  en  série  de  pro- 
duits MN.  — Considérons  un  point  sur  l’ellipsoïde  p = p0.  Il  lui  cor- 
respond des  valeurs  bien  déterminées  de  u et  de  e,  ou  de  p.  et  dev. 
Considérons  de  même  une  fonction  donnée  de  la  position  du  point 
sur  l’ellipsoïde  E0.  Ce  sera  une  fonction  de  w,  v ou  de  p,  v.  Nous 
avons  vu  qu’une  telle  fonction  est  développable,  en  une  série  de 
produits  de  Lamé,  sous  certaines  conditions 

(i6«)  <t(^v)=2Ai.M*N*. 

0 

Il  s’agit  de  déterminer  les  coefficients  A*  de  ce  développement. 
Pour  cela,  multiplions  les  deux  membres  par  /oARN^cr  et  intégrons 
sur  toute  la  surface  de  E0.  D’après  la  formule  précédente,  tous 
les  termes  du  second  membre  sont  nuis,  sauf  le  terme  k , et  l’on  a 
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Ces  deux  intégrales  ne  dépendent  pas  de  p.  Il  suffit  de  faire  voir 
pour  cela  que  du  n’en  dépend  pas,  ce  qui  est  déjà  certain  à pre- 
mière vue  puisque  da  est  l’élément  de  surface  sur  l’ellipsoïde  p = p0. 
Désignons  par  ds\  l’élément  différentiel  de  l’arc  de  courbe  corres- 


vante  en  p.  et  v seulement,  qui  permet  de  calculer  Aa  et  les  coeffi- 
cients analogues 


Les  conditions  de  convergence  sont  les  mêmes  que  celles  des  déve- 
loppements en  fondions  sphériques. 

69.  Cas  particulier  du  polynôme  symétrique.  — Nous  avons  un 
cas  intéressant  et  important,  quand  le  polynôme  est  symétrique 
en  p et  en  v et  par  rapport  aux  six  radicaux  en  p et  v,  \ p.2  — a'2,  etc. 
Ce  polynôme  étant  supposé  de  degré  n,  le  développement  sera 
limité  à n produits  de  Lamé,  le  dernier  étant  de  degré  n : 


En  appliquant  la  méthode  générale  précédente,  on  trouvera  donc 
des  coefficients  nuis  dès  que  Ma  dépassera  l’ordre  n,  c est-à-dire 


pondant  à la  variation  d[j.  de  p seulement  et  par  ds2  l’élément 
correspondant  à dv.  Ces  éléments  sont  orthogonaux  et  l’on  a 


ds  i = (3  d\x , ds.,  — y dv,  d?  = as  i ds.,  = P y d\x  c/v, 


— B2C2  est  réel,  car  B2  et  C2  sont  de  signes  contraires.  En  substi- 
tuant l0dcr  dans  l’intégrale  ci-dessus,  on  obtient  l’expression  sui- 


v)=2A*MiN*. 


0 


(170) 


v)i0M*Nt  dn  = o (/.  > n). 
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Ce  résultat  aura  lieu  dès  que  le  degré  k du  produit  M.*N*  dépas- 
sera le  degré  n de  <I>(p,  v).  C’est  là  un  résultat  analogue  à celui 
que  nous  avons  vu  pour  les  polynômes  de  Legendre,  pour  lesquels 
on  a,  dès  que  le  degré  de  X dépasse  celui  de  P, 

^ X/i(^r)  dx  ==  o. 

Ce  résultat  va  d’ailleurs  nous  permettre  de  démontrer  le 
théorème  suivant,  très  important,  sur  les  fonctions  de  Lamé. 

01.  Théorème  sur  les  racines  du  polynôme /(p2)  qui  figure  dans 
les  huit  classes  des  polynômes  de  Lamé.  — Ce  polynôme  en  p2  a 
toutes  ses  racines  réelles,  distinctes  et  comprises  entre  a2  et  c2. 
Nous  allons,  pour  chaque  point,  démontrer  que  si  l’on  fait  la  suppo- 
sition contraire,  on  arrive  à une  absurdité. 

i()  Racines  réelles.  — Supposons  qu’il  y ait  des  racines  imagi- 
naires. Décomposons  le  polynôme  en  facteurs  du  premier  degré 
en  p2,  puis  en  un  produit  de  deux  polynômes,  l’un  cp(p2)  compre- 
nant toutes  les  racines  réelles,  l’autre  ^(p2),  les  racines  imaginaires  : 

/(p2)  = (p2  — aD(p2  — «2)-.-5  (p2  — «0  .-.(p2  — ««)-=  ?(p2)'Kp2)> 

^(p2)  conserve  un  signe  constant,  cp ( p 2 ) seul  peut  changer  de 
signe  quand  on  parcourt  son  domaine  de  variation. 

Considérons  la  première  classe  des  fonctions  de  Lamé,  on  a 

M*=/(îa*)=  ?(H;2)<Khs),  N**=/(v*)=; 

Faisons  maintenant  v)  = cp(p2)cp(v2),  nous  avons 

Mais,  d’après  la  formule  précédente  (170),  l’intégrale  est  nulle 
puisque  le  degré  de  cp  et  par  conséquent  de  <I>  est  inférieur  à celui 
de  Ma.  Or  ceci  est  impossible  puisque  tous  les  éléments  de  la 
seconde  intégrale  sont  positifs,  à moins  de  supposer  que  le  degré 
de  ij;  soit  nul,  c’est-à-dire  qu’il  n’y  a pas  de  racines  imaginaires. 
Pour  les  classes  II,  III,  IV,  il  n’y  a plus  à considérer  des  radi- 
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eaux.  Par  exemple,  pour  la  classe  II,  nous  avons 

Myt  = y/ |jl- — a2  cp(fj.2)  N/t  = \/v2 — a 2 ç(v2)  cp(v2)  ; 

nous  posons  alors  pour  la  fonction  <I> 

v)  = \J \xl — a-  \J v2  - a2  cp ( p.2 ) cp(v2). 


La  fonction  considérée  plus  haut  devient 


j jf  $(p,  v)J0M*N*  ch 

~fj  (fx2— «2)02  — â2)[cp(p.2)®(v2)]2^(ji.2)6(v2)^fi.^v. 


Ces  intégrales  doivent  être  nulles;  or  les  éléments  de  la  seconde 
conservent  encore  un  signe  constant,  car  onaa2>pi8>v2.  Il  faut 
donc  encore  que  le  degré  de  cp  soit  nul. 


2°  Racines  distinctes.  — 11  n’y  a pas  de  racines  multiples.  Sup- 
posons qu’il  y ait  des  racines  multiples  et  soient  p{ , p2,  ...  les 
ordres  de  multiplicité.  Si  p{  est  pair,  on  aura  un  terme  de  la  forme 
(p2 — oc,)2"1;  si  p 2 est  impair,  on  écrira  le  terme  correspondant 
(p2 — a.>)2"2+1  = (p2 — oc2)2"2(p2 — a2).  Finalement,  on  réunira  en 
un  polynôme  cp  toutes  les  racines  distinctes,  en  un  poiynome  cp 
toutes  les  racines  paires;  le  signe  cp  ne  changera  pas  : on  aura 

/(P2)  = (e2—  ax)(p2—  a2).  (p2— aL)2^(p2— a2)2^.  .*fc=  cp(p2)  <p(p2). 

On  a ainsi  la  même  décomposition  et  l’on  arrive  à la  même  con- 
clusion que  dans  le  cas  précédent.  11  faut  que  le  degré  de  soit 
nul)  c’est-à-dire  ici  qu’il  n’y  ait  pas  de  racines  multiples. 

3°  Racines  comprises  entre  a 2 et  c 2.  — Décomposons  encore 
notre  poiynome  /(p2)  en  un  poiynome  9 contenant  toutes  les  racines 
comprises  entre  a-  et  c2  et  un  poiynome  cp  contenant  toutes  les 
racines  extérieures  à l’intervalle  a2,  c2.  Puisque  p.2  et  v2  restent 
compris  entre  a2  et  c2,  ce  dernier  poiynome  conserve  un  signe 
constant.  On  verrait  de  la  même  façon  qu’il  doit  être  de  degré  nul. 
Il  n’y  a pas  de  racines  extérieures  à a2,  c2. 

C’est  là  une  généralisation  des  propriétés  du  poiynome  de 
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Legendre  qui  a loutes  ses  racines  réelles,  distinctes  et  comprises 
entre  — i et  -j-  i . 

On  pourra  consulter  au  sujet  des  racines  des  fonctions  de  Lamé 
un  travail  de  Stieljés,  dans  lequel  l’auteur  démontre  les  théorèmes 
par  des  considérations  mécaniques. 


02.  Fonctions  de  Lamé  de  deuxième  espèce.  — Lamé  a intro- 
duit une  nouvelle  fonction  pour  résoudre  le  problème  du  potentiel. 
Considérons  l’équation  difïérentielle  qui  définit  R : 

777tT  [«(«4;i)pm  + A]R, 


h étant  une  valeur  numérique,  solution  de  l’équation  caractéris- 
tique attachée  à cette  équation.  Comme  on  l’a  vu,  la  fonction  de 
Lamé  R n’est  qu’une  intégrale  particulière  de  cette  équation. 
Gomme  l'intégrale  générale  doit  comporter  deux  constantes  arbi- 
traires, il  existe  une  autre  solution  particulière,  qu’Hermite  a 
étudiée  en  détail  ( Comptes  vendus , t.  85,  86,  89,  et  Œuvres 
complètes , t.  III,  p.  1 18  et  265).  On  désigne  par  S cette  seconde 
solution  et  c’est  elle  qu’on  appelle  fonction  de  Lamé  de  seconde 
espèce.  Elle  vérifie  donc  l’équation  différentielle  des  fonctions  de 
Lamé  et  l’on  a 

Multiplions  celte  équation  par  -f-R,  la  première  par  — S et  ajou- 
tons, on  a 


R#  S g cl  - R 

du-  k du- 


d'où 


R d S rfR 

du  déc 


= const. 


On  peut  particulariser  la  constante,  car  si  S est  une  solution,  RS 
le  sera  aussi.  On  prend  alors  in  -f- 1 pour  valeur  de  cette  constante, 
n étant  le  degré  de  R.  On  appellera,  d’une  façon  plus  précise,  fonc- 
tion de  Lamé  de  seconde  espèce , celle  qui  satisfait  à la  condition 


(170 


R ÎË  — s ^ = 
du  du 


n —j—  1 . 


Divisons  par  II2  et  intégrons,  on  a 


d / S \ __  2 n -4- 1 
du  \ H / ~~  K - ’ 


^ tl 

„,f 


(171') 
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En  intégrant  de  o à m,  la  constante  additive  est  parfaitement 
déterminée.  L’intégrale  générale  de  l’équation  de  Lamé  sera 
linalement  C i R + C2  S . * 


63.  Propriétés  de  la  fonction  S.  — i°  Les  produits  tels  que  RMN 
vérifient  l’équation  de  Laplace.  Nous  avons  vu  que  cela  tient  à 
ce  que  R est  solution  de  l’équation  différentielle  de  Lamé. 
Comme  S jouit  de  la  même  propriété,  le  produit  SMN  vérifie  aussi 
l’équation  AV  = o. 


2°  Cherchons  comment  se  comporte  S dans  le  voisinage  de  u = o 
ou  de  p = oo.  Pour  cela,  écrivons  l’expression  de  S en  fonction 
de  p,  on  a 


S = 


2/1  -h  I 

R2 


P_^P 

— y/(p2 — a2)(p2 — ^2)  (p2 — °2) 


Quand  p varie  de  oo  à a,  dp  est  négatif,  par  conséquent  S est  positif 
pour  toutes  les  valeurs  de  p.  Cherchons  sa  valeur  principale.  Or, 
on  a en  ne  conservant  que  les  valeurs  principales  des  termes  avant 
et  sous  le  signe  d’intégration,  R étant  de  degré  n, 


(172) 


2 n -h  1 

p 2/1+2 


dp... 


Ainsi,  le  développement  de  R commence  par  pn  et  celui  de  S par 
--1—  » Tout  produit  RS  commence  donc  par  un  terme  de  degré  — 1 


en  p. 

On  pouvait  le  démontrer  directement,  car  en  essayant  de 
vérifier  l’équation  différentielle  qui  définit  R et  S par  un  déve- 
loppement de  la  forme  pa^a0-f-  y + ...j»  on  trouve,  en  iden- 
tifiant les  termes  du  degré  le  plus  élevé, 

a(a  -H  1)  = n(n  H-  1). 


Cette  équation  a deux  solutions,  a = n qui  correspond  à R et 
oc  = — ( n -f-  1 ) qui  correspond  à S . 


APPELE.  — IV. 


Il 


iG-2  figures  d'équilibre  d'une  masse  liquide  en  rotation. 


CHAPITRE  VII. 

FIGURES  D’ÉQUILIBRE  VOISINES  DES  ELLIPSOÏDES. 


04.  Problème  de  Dirichlet  sur  l’ellipsoïde.  — Soit  E0  un  ellip- 
soïde qui  correspond  à la  valeur  p0  du  paramètre  p,  et  soit  donnée 
sur  la  surface  de  cet  ellipsoïde  une  fonction  harmonique  V0,  c’est- 
à-dire  une  fonction  de  p et  de  v donnée  pour  chaque  point  M de 
l’ellipsoïde,  c’est-à-dire  une  fonction  de  la  position  de  M.  Nous 
pouvons  la  développer  en  une  série  de  produits  MN  (168), 


Sa  et  R*  étant  les  fonctions  correspondantes  à Ma,  Na  et  R®,  S®  leurs 
valeurs  pour  p = p0  sur  l’ellipsoïde  E0.  Ces  fonctions  sont  connues 
ainsi  que  leurs  valeurs  S®  et  R®  sur  l’ellipsoïde.  La  dernière  relation 
détermine  donc  les  aj(  si  les  Aa  sont  donnés. 

Problème  intérieur.  — Il  s’agit  de  déterminer  une  fonction 
harmonique  V*-  à l’intérieur  de  l’ellipsoïde  qui  prenne  sur  l’ellip- 
soïde la  valeur  V0.  Il  suffit  de  prendre 


0 


0 


en  posant 


A A = a/,  R®  S®, 


1174) 


o 


Cette  série  est  convergente  du  moment  que  la  série  V0  est  conver- 
gente, car  on  a toujours  Ra<C  R®,  puisque  à l’intérieur  on  a p < p0. 
Elle  se  réduit  à V0  sur  l’ellipsoïde  et  vérifie  bien  l’équation  du 
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potentiel,  puisque  chaque  terme  est  harmonique.  C’est  bien  l’ex- 
pression du  potentiel. 

Problème  extérieur . — Il  suffit  de  prendre  la  série  suivante 
comme  valeur  du  potentiel  à l’extérieur  : 


(i;;>)  V„=2«*rîs*M*N*. 

0 

Elle  est  convergente  comme  V0,  car  on  a S/f<[  SJ,  puisque  p >>  p0 
à l’extérieur.  De  plus,  chaque  terme  est  harmonique,  et  elle  se 
réduit  à Y0  sur  l’ellipsoïde. 

Ces  deux  fonctions  V,  et  Ve  se  raccordent  bien  sur  la  surface  de 
l’ellipsoïde  ou,  en  d’autres  termes,  la  fonction  générale  V est 
continue  quand  on  traverse  la  surface  de  l’ellipsoïde. 

Telle  est  la  solution  donnée  par  Lamé. 


65.  Potentiel  d’une  couche  infiniment  mince.  — On  peut  tou- 
jours considérer  ce  potentiel  V0  comme  dû  à une  couche  homogène 
infiniment  mince  d’épaisseur  variable  répandue  sur  l’ellipsoïde. 
Cette  épaisseur  £ peut  être  considérée  comme  positive  ou  négative. 
Nous  supposons  la  densité  égale  à l’unité.  La  masse  du  cylindre 
élémentaire  ayant  pour  base  du  sur  E0  est  donc  Z,  de r.  On  peut  dire 
ainsi  que  la  densité  superficielle  est  égale  à £. 

Cherchons  à déterminer  la  valeur  qu’il  faut  donner  à £ pour  que 
le  potentiel  de  cette  couche  soit  égal  à V0  sur  l’ellipsoïde,  à Y;  et 
à Ve  à l’intérieur  et  à l’extérieur. 

£ étant  considéré  comme  la  densité  superficielle,  nous  avons  vu, 
n°  12,  que  l’on  a 

dVe  dVi  _____ 
dne  dut  1 <v~' 


Calculons  d’abord  la  valeur  de  la  dérivée  suivant  la  normale  exté- 
rieure. On  a,  en  remarquant  que  p seul  ou  u , et  par  conséquent 
S seul  varie, 


d\e 

dnc 


d\c  du 
du  dn  ^Là 


du 

dne 


-2**«.RÎSiN*N*. 


On  aura  de  même  pour  la  normale  intérieure,  en  remarquant 
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que  le  signe  de  l0  est  changé  et  que  R seul  varie, 


dVt 

ci  lit  A J 


du 

dut 


=2a*?os"R'*M*N*- 


Une  fois  les  dérivées  prises  par  rapport  à p,  il  faut  faire  p = p0. 
On  a finalement 

— =2  a*'A)M/cN/c(S*Ri-—  SiR*)«r. 

D’après  la  relation  (171)  entre  les  fonctions  de  Lamé  R et  S,  oiî 
obtient  alors  pour  la  valeur  de  Ç 

(176)  «-=2 

0 0 

Ce  n’est  plus  une  série  procédant  suivant  les  produits  de  Lamér 
puisqu’on  a en  facteur  /0,  qui  est  une  fonction  de  p,  et  de  v. 

On  a donc  obtenu  les  formules  qui  sont  fondamentales  pour  la 
suite  : 

(177)  V„=2«iRÎSÎMiN*,  ï=  |î*=2-i±ia*. 

Inversement , une  couche  d’épaisseur  infiniment  mince  étant 
donnée,  on  peut,  à l’aide  des  formules  précédentes,  écrire  son 
potentiel.  Pour  cela,  Ç étant  supposé  donné  en  chaqùe  point  deEft 
comme  fonction  de  p.  et  v,  il  suffit  de  développer  en  une  série 

y 

de  produits  MN  le  rapport  d’après  la  formule  ci-dessus,  ce  qui 
donne  les  (3*.  On  en  déduit  les  a*  et,  par  conséquent,  Y0. 

66.  Application.  Potentiel  de  la  couche  homothétique.  — Consi- 
dérons une  couche  réduite  à un  seul  terme  du  développement, 
avec  e infiniment  petit;  on  a 

(177')  C = ii„M*N*,  V,= 

Prenons  le  cas  le  plus  simple  de  tous,  celui  où  la  fonction  de 
Lamé  qui  entre  dans  cette  expression  de  Ç est  de  degré  o.  Alors 
R0=  M0=  N0=  1 et  la  formule  générale  donne 
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Ainsi  donc  une  couche  ellipsoïdale  d’épaisseur  Ç = fi..Z0M0N0  — s/„ 
produit  un  potentiel  qui,  en  chaque  point  de  l’ellipsoïde,  a pour 
valeur 

V0  = 4^s«o- 

Appliquons  les  formules  générales  pour  le  potentiel  intérieur  et 
extérieur,  on  a R*=RjJ=i  et  SJ!=££0  à l’intérieur  et  S/f=  u à 
l’extérieur,  d’où 

(178).  V{  = Uq.  Yc=C\KIU. 

Le  potentiel  est  donc  constant  à l’intérieur  et  le  même  qu’à  la 
surface.  L’attraction  est  donc  nulle  à l’intérieur.  Elle  s’annule 
quand  on  traverse  la  couche. 

A l’extérieur,  les  surfaces  équipotentielles  seront  les  surfaces 
a = const.,  c’est-à-dire  p — const.  Ce  sont  des  ellipsoïdes  homo- 
focaux . 

Ce  résultat  que  nous  trouvons  ainsi  par  l’application  des  fonc- 
tions de  Lamé,  est  d’ailleurs  bien  connu.  On  sait,  en  effet,  que 
l’action  de  la  couche  comprise  entre  deux  ellipsoïdes  homothé- 
tiques et  concentriques  est  nulle  sur  un  point  intérieur.  Nous 
allons  montrer  que  c’est  bien  la  couche  définie  par  Ç = e/0. 

Considérons  les  surfaces  équipotentielles  /(#,  y,  s)  — C.  L’élé- 
ment de  normale  compris  entre  les  deux  surfaces  voisines  C et 
C + dC  étant  dn , on  aura  pour  expression  de  la  force  au  point  M : 

Ê=\/(l)  -h(|)  +(l)  • 

Soit  maintenant  l’ellipsoïde 


Pu  — a%  ‘ Pô—  & pô—  c- 

En  faisant  varier  C,  on  a des  ellipsoïdes  homothétiques  et  concen- 
triques. Considérons  ces  surfaces  comme  des  surfaces  équipoten- 
tielles, l’expression  de  la  force  sera 

~=2i / ^ +-  Z + iEZ. 

dn  y (p§—  a2)2  C Po  — ^2)2  (Po  — c'2)2 

Or,  la  quantité  sous  le  radical  a déjà  été  calculée  (124);  si,  de 
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plus,  on  tient  compte  de  la  valeur  de  y.  (i25),  on  a 


Or,  A0  (i25)  et  p0  sont  constants  sur  l'ellipsoïde,  l0  est  fonction 
de  p et  v ( 1 64)-  Dans  le  cas  actuel,  dC  est  également  constant  et 
infiniment  petit;  on  a donc  bien  pour  l’épaisseur  de  la  couche 
comprise  entre  deux  ellipsoïdes  homothétiques  et  concentriques  : 


La  formule  Ve=  \tizu  obtenue  dans  ce  cas  donne  une  significa- 
tion mécanique  de  la  variable  elliptique  u. 

67.  Notation  des  fonctions  usuelles  de  Lamé.  — Nous  nous 
servirons  des  fonctions  des  ordres  o,  1,2. 

Dans  l’ordre  o,  nous  avons  une  seule  fonction  de  chaque 
variable  : 


Dans  l’ordre  1 , nous  avons  trois  fonctions,  2 n + 1 = 3 : 

(180)  Ri  = yp2 a2,  R,=  b 2?  R3  z=  C', 

et  les  formules  analogues  pour  M, , Nj , etc. 

Pour  passer  des  coordonnées  elliptiques  aux  coordonnées  carté- 
siennes, on  se  servira  des  formules 

(181)  x = ZiiRiMiN,,  A2R.2M,N2,  _z  = A3R3M3N3, 


(i"9') 


dn  — Ç = zlo,  où  c = A0p0  dC. 


Ro  = I?  -Mo — I?  N0 — 1. 


où 


Dans  l’ordre  2,  ona2/i  + i = 5 fonctions.  D’abord 


R*=  \/(p  *-6*)(p*-c«),  R5=  v/(p2-«j)(P!-cs). 


Rô  = v(p'2-  a°-)(p2—  &2)- 


R7=  p2—  a, 


Puis 

(182) 


R s = p2 — a', 
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où  a et  ot!  sont  deux  constantes  que  nous  avons  calculées.  Les 
cinq  fonctions  analogues  en  M et  N s’obtiennent  en  remplaçant  p 
par  p et  v. 

Entre  les  fonctions  des  deux  dernières  classes,  on  a les  relations 
évidentes 

R*=R2R3,  Rs=R3Ri,  R6=RiR2. 

On  en  déduit  pour  les  produits  deux  à deux  de  x)  y,  z les  expres- 
sions 

y z = h<%  h$  R4  M4  N4,  zx  — AyÀi  R5  M.5N5,  xy  = /iiA2RGM6N6, 


Le  volume  de  V ellipsoïde  sera  donné  par  l’expression  (R|,  R2, 
R 3 représentant  les  axes) 


(ï  83  ) 


T = |jcR1RïR8'=i=  |'3cR1R*.=  |'jc  R2Rs 


4 

3 


7CR3R6. 


Les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à l’ellipsoïde  s’expriment 
aussi  facilement  au  moyen  de  ces  fonctions.  Soit  n la  normale 
extérieure;  cherchons  cos  (n,  x).  Nous  avons  vu  (n°  58)  que  la 
normale  à l’ellipsoïde  s’obtient  en  considérant  p.  et  v comme 
constants  et  p seul  variable,  et  en  faisant  ensuite  p = p0.  On  a 
donc 


COs(rt,  x)  = 


dx 

ds 


dx  _ dx 
dn  a dp 


D’autre  part,  dans  l’expression  de  x , en  mettant  la  variable  p en 
évidence,  on  a 


x — hy  y/p2  — a%  Mi  N i , 

Or,  on  a encore 


dx=  — k-  ° — Mj  Ni  dp. 
y p 2 — a2 


, ..  . = — = = l /p2 Ù2  \/p2 C2  = /R 

ayp2^—  a2  y p- — a2 

Nous  arrivons  ainsi  aux  formules 

i cos(/i,  x)  = AiZMtN-iRi, 

(i 84 ) ] cos(tî,  y)  = /i2m2N2Rs, 

( cos (nr  z)  =,  h*  l M3  N-3 Hc . 
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68.  Méthode  de  Poincaré.  — Poincaré  se  propose  de  trouver  des 
figures  d’équilibre  infiniment  voisines  des  figures  d’équilibre  ellip- 
soïdales déjà  connues. 

Soit  un  ellipsoïde  matériel  E,  homogène,  et  V son  potentiel. 
Donnons  à la  surface  de  l’ellipsoïde  une  déformation  infiniment 
petite.  On  obtient  ainsi  un  nouveau  volume  attirant,  infiniment 
voisin  de  E,  qui  peut  être  considéré  comme  obtenu  en  ajoutant 
ou  retranchant  certaines  portions  de  la  même  matière  en  certains 
points.  On  peut,  en  effet,  considérer  l’épaisseur  Ç comme  positive 
en  certains  endroits  et  négative  en  d’autres. 

Soit  V'  le  potentiel  de  cette  couche.  Nous  savons  le  calculer  et 
l’exprimer  par  les  formules  étudiées  ci-dessus.  L’ensemble  de 
l’ellipsoïde  de  la  couche  crée  un  certain  potentiel  A , qui  donne  la 
relation 

( 1 85  ) V'=  V-i — Y. 

C’est  à l’aide  de  cette  formule  générale  et  en  calculant  cette  diffé- 
rence "V  i — V que  Poincaré  trouve  les  principaux  résultats  nouveaux 
de  la  théorie. 

Si  le  volume  reste  constant,  il  faut  ajouter  comme  condition 
complémentaire  la  relation 

/'*  = o- 


69.  Potentiel  de  l’ellipsoïde.  — Nous  allons  d’abord,  par  cette 
méthode  générale,  établir  les  formules  qui  donnent  le  potentiel 
d’un  ellipsoïde  homogène  exprimé  au  moyen  des  fonctions  de 
Lamé. 

Considérons  l’ellipsoïde  E rapporté  à ses  axes  Oxyz.  Soient 
P(#,  y,  z ) un  point  de  l’espace  et  V(a?,  y,  z ) le  potentiel  en  ce 
point.  Déplaçons  infiniment  peu,  par  une  translation  suivant  l’axe 
des  #,  l’ellipsoïde  E qui  viendra  ainsi  en  E;  ( fig . 34).  Le  centre  s’est 
déplacé  de  00'=  g.  Le  potentiel  en  P dû  à E' est  égal  à \ , et  ce"^  , 
est  égal  au  potentiel  de  E sur  un  point  P'  de  coordonnées  x — £,  jy,  z. 
En  appelant  donc  A ' le  potentiel  de  la  couche,  on  aura 


v'= v»— v = v(*  — *,y,  z)  — V(x>  y y *)=— 

Ainsi,  pour  calculer  il  suffira  de  calculer  le  potentiel  de  la 
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couche  comprise  entre  les  deux  ellipsoïdes  et,  pour  cela,  il  suffira 
de  calculer  £ comme  on  l’a  vu. 

Soit  donc  P un  point  de  la  surface  E.  Menons  la  normale  PP 


Fig.  34. 


qui  rencontre  en  P"  l’ellipsoïde  E'.  Menons  de  plus  PP'  parallèle  à 
l’axe  des  x.  Le  triangle  infinitésimal  PP" P'  est  rectangle  en  P".  Qn 
a alors 

Ç =3  PP"  = PP' cos  P"  PP' = s cos(/z  , x)y 

ou,  en  appelant  p0  la  valeur  de  p qui  correspond  à l’ellipsoïde  E, 
et  l’indice  o signifiant  qu’on  fait  p =.  p0,  on  a 

(186)  X,  = s/iiR^^oMiNj. 

L’expression  de  la  couche  n’ayant  qu’un  seul  terme,  nous  savons 
écrire  le  potentiel  de  cette  couche.  On  a (n°  66) 

V 0 = a R § S » M t N ! = ^ c h , R j . R ? S « M t N , . 

d’où,  d’après  les  formules  (174)  et  ( 1 ^5 ), 

-(187)  V/=  ^s/iiRo.SORiMiN,,,  cAiRo.RoS^RN, 

A V intérieur , on  aura  pour  les  composantes  de  la  force  dérivée 
du  potentiel 


àV 


4irc 


S? 


' 
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Ce  sont  des  fonctions  linéaires  de  x,  y,  z]  donc  V/  sera  une  fonc- 
tion quadratique  de  x,  y,  z dont  l’expression  s’obtient  immédiate- 
ment par  intégration 


(189) 


V,= 


T/S(>  0 jSg  0 

tVrî^'rI^ 


Pour  V extérieur , on  aura  de  même 


(190) 


dV 

àx 


d-X--Thr 

dy  ~ R2r’ 


dl  __T^ 

àz  ~ R 


Seulement  ici  les  coefficients  de  x , y,  z ne  sont  plus  constants, 
mais  fonctions  de  p.  Les  dérivées  du  potentiel  ne  sont  plus 
linéaires  en  a?,  y , z.  L’intégration  donnera  également  le  potentiel, 
mais  sous  une  forme  plus  compliquée. 


70.  Équations  des  figures  ellipsoïdales  d’équilibre  au  moyen  des 
fonctions  de  Lamé.  — Nous  supposons  que  l’ellipsoïde  tourne 
autour  de  Ox.  S’il  y a équilibre  relatif,  la  fonction  U est  constante 
en  tous  les  points  de  l’ellipsoïde,  c’est-à-dire  de  la  surface  libre 

(191)  U = V -h (/2-b  z2)  =const.  , 


En  remplaçant  V par  sa  valeur  trouvée  ci-dessus  (189),  il  vient 


— T 


(S°\  / S°\ 

w2  - T r|  ) ■ r + - T af  r 2 = const- 


La  surface  définie  par  cette  équation  est  la  surface  même  de  l’ellip- 
soïde 

x 2 y'2  z 2 

(Rfy  + (Rfy  (Rfy  “ 1 “ °* 

Ces  deux  équations  représentant  la  même  surface  sont  identiques. 
On  a,  en  les  identifiant  et  supprimant  les  indices  o, 

TS1R1  = TSo  R 2 — C0-R5  = TS3R3  — W”  Rjj, 
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ou  encore  en  résolvant  par  rapport  à 


(192) 


CO*  S2R2 — Si  R,  SoR,—  Si  R, 
T “ RH  ” R§ 


D’autre  part,  le  volume  est 


T = ^ r RjRoR,. 


Ce  sont  les  équations  trouvées  au  Chapitre  II  (61),  (62)  pour 
définir  la  surface  d’équilibre.  Elles  sont  mises  seulement  sous  une 
autre  forme.  On  se  donne  T et  gû  et  les  équations  donnent  les  axes. 
Ici  elles  détermineront  p"2' — a2,  p2  — b-,  p2  — c2,  la  valeur  de  p 
étant  celle  qui  correspond  à la  surface  libre.  Nous  pourrons  donc 
écrire  les  deux  équations  suivantes,  qui  ne  dépendent  que  des  rap- 
ports des  axes  : 

CO-  SoR2—  SjR, 

T ~ RH  ’ 

S2R2 — Si  R,  S3R3— SiRi 

Ri  “ Rjj 

Ces  formules  donnent  les  rapports  des  axes.  On  déduira  ensuite 
leur  valeur  exacte  au  moyen  de  l’équation  du  volume. 

Remarque.  — • Puisque  w2  et  T sont  toujours  positifs,  on 
doit  avoir,  d’après  (192),  les  relations  S2R2 — S|R|>o  et 
S3R3  — S,R,  ]>  o.  En  effet,  on  a 


(i93) 

094) 


d’où 


S,  = 3 


3 du 

rT 


Faisons  passer  les  facteurs  RJ  et  R2  sous  le  signe  d’intégration  en 
les  désignant  par  RJ2  et  R^2.  On  peut  écrire 


S .Ro  — Si  R 


Or,  le  rapport  décroît  constamment  de  1 à o quand 


I7'2  figures  d'équilibre  d'une  masse  liquide  en  rotation. 

p2  varie  de  co  à a 2,  c’est-à-dire  quand  u varie  de  o à w.  Gomme 

R'2  R2 

l^y—  est  la  valeur  que  prend  ^ à la  limite  d’intégration  u,  on  a 
constamment  > ypir  L’intégrale  est  donc  positive  et  l’on  a bien 

( 1 95 ) S.>Ro — Si  Ri  > o. 

71.  Résolution  des  équations  d’équilibre.  — On  a deux  cas, 
comme  on  sait. 

i°  Ellipsoïdes  de  Maclaurin.  — Faisons  b — c , c’est-à-dire 
R > = R3.  L’équation  (194)  est  satisfaite.  Il  reste  à discuter  l’équa- 
tion (190).  On  introduit  pour  cela  le  paramètre  Z,  rapport  de  la 
distance  focale,  au  petit  axe.  11  est  inutile  de  recommencer  cette 
discussion  qui  donne  deux  figures  ellipsoïdales  si  la  vitesse  de 
rotation  reste  au-dessous  d’un  certain  maximum.  ( Voir  Chap.  IL) 

20  Ellipsoïdes  de  Jacobi.  — Nous  supposons  R2^R3.  Poin- 
caré met  alors  l’équation  (194)  sous  une  forme  remarquable  que 
nous  allons  établir. 

Cette  équation  peut  s’écrire  d’abord 

(S2Rn — S3R2)R2R;.  = SiR^Rg  — R|). 

En  remplaçant  S2  et  S3  par  leurs  expressions 


• /,l‘RLR^rf“  = s iR.(RÜ-RÜ)- 

*/,)  2*0 


Mais  on  a R4  — R2Il3  et,  de  plus,  on  peut  diviser  les  deux  termes 
par  la  quantité  constante  et  non  nulle 

R n — R2  — ( p2  — c-  ) — ( p2  — &2  ) = b-  — c2. 

11  vient  donc 

3R 'if  ^“  = S,R,  ou  3R*^  = SJR1. 

•A  R.Î  5 
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Finalement,  on  a l’expression  remarquable 


096) 


Ri  Si  _ R,„S^ 


173 


et  c’est  sous  cette  forme  que  nous  étudierons  l’équation  (194)  dans 
le  cas  des  ellipsoïdes  de  Jacobi. 


72.  Pesanteur  à la  surface.  — En  un  point  P de  la  surface, 
l’attraction  totale  sur  une  masse  égale  à l’unité  est  une  force  nor- 
male à la  surface.  C’est  cette  force  qu’on  appelle  aussi  l’intensité 
de  la  pesanteur  au  point  P et  qu’on  désigne  par  g.  En  désignant 

par  U la  fonction  des  forces,  et  par  la  dérivée  de  U suivant  la 
normale  extérieure,  on  a 


u = v+  -Cr2^2), 


du 

dne 


Puisque  l’équilibre  existe,  il  y a identité  entre  cette  fonction  U et 
le  premier  membre  de  l’équation  de  l’ellipsoïde,  d’où 


-.y  / x2  y2 

— K ( , H r1 TT 

\Po—  a2  PS  — 


PO' 


O' 


•G, 


d’où 


*-«É  kWW+W+W- 


Or,  nous  avons  vu  que  si  f(x,  y,  z)  représente  un 'ellipsoïde, 
ce  radical  a une  expression  de  la  forme  £^£1:.  On  a donc  la  for- 
mule 


(197) 


>1  = const. 


Le  produit  gl  est  donc  constant  sur  toute  la  surface  de  l’ellip- 
soïde. Pour  déterminer  la  valeur  de  cette  constante,  il  suffit  de  la 
calculer  en  un  point,  par  exemple  au  pôle  où  l’on  a y —’z  — o et 
U — Y,  ainsi  que  x — R?  : 


(198) 


■^  = t|!*  = TS0. 
dx  R 9 1 


On  a encore  au  pôle  p=ôetv  = c,  puisque  y — o et  ’z  = o ; on 
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aura  donc  pour  la  valeur  de  l en  ce  point  (164) 


(i99) 


On  obtient  donc  finalement 


(200) 


= |îtR?S°. 


73.  Expression  de  la  déformation  de  l’ellipsoïde  qui  fournit  une 


figure  d’équilibro  infiniment  voisine.  — Considérons  un  ellipsoïde 
en  équilibre  relatif  tournant  autour  de  Ox . Déformons-le  en  lui 
ajoutant  une  couche  infiniment  mince  d’épaisseur  tantôt  positive 
et  tantôt  négative,  dont  le  volume  total  est  nul.  Le  volume  algé- 
brique de  la  couche  étant  nul,  cela  revient  bien  aune  simple  défor- 
mation. 

Nous  obtenons  ainsi  une  nouvelle  figure  constituée  par  l’en- 
semble de  l’ellipsoïde  et  de  la  couche.  Si  cette  surface  nouvelle  est 
une  surface  d’équilibre,  la  nouvelle  fonction  de  forces  est  constante 
en  tous  les  points  de  la  nouvelle  surface. 

Soient  E la  surface  de  l’ellipsoïde  primitif  et  È'  la  nouvelle  sur- 
face ( fi  g . 34).  La  normale  extérieure  donnera  le  sens  positif  de  Ç 
avec  PP"  = Ç.  La  valeur  de  la  fonction  des  forces  U est  constante 
en  tous  les  points  de  l’ellipsoïde  tels  que  P et  représentés  par 


La  valeur,  au  point  voisin  P"  de  cette  fonction  U,  sera 


Cette  valeur  est  la  résultante  de  la  rotation  et  de  l’attraction  de  E 
en  P.  Il  faut  y ajouter  le  potentiel  V'de  la  couche  sur  elle-même, 
et  la  nouvelle  fonction  des  forces  totales  sera  en  P" 


Pour  que  la  nouvelle  surface  soit  une  surface  d’équilibre,  il  faut 
que  cette  fonction  soit  constante  sur  toute  la  surface  E'.  Comme  U0 


U + V'=U0-*Ç  + V'. 
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est  constant,  il  faut  la  condition 


(201)  V' — gX  = const. 

De  plus,  nous  avons  vu  que  l’expression  du  développement  de  Ç en 
série  de  produits  de  Lamé  est 


£ 

/o 


=2  P*M*N* 
0 


ou  Ç =2  Mo  Mi  N*. 

0 


Or,  le  volume  de  la  couche  étant  nul,  on  a 


ou 


kh  M/-N/.  ch  = o. 


Mais  d’après  les  propriétés  des  fonctions  de  Lamé  (170),  tous 
les  termes  sous  le  signe  2 sont  nuis,  sauf  le  premier  d’indice  o, 
car  Ba  = O (p,  v)  est  de  l’ordre  zéro  en  [j.  et  v,  comme  a*  (1 a3)  et 
(127),  et  l’on  a 


Il  s’ensuit  que  (30  — o et  la  série  qui  donne  Ç commence  par  le 
terme  d’indice  1,  à l’exclusion  du  terme  d’indice  0.  On  aura  donc 
finalement 

(202)  Ç=2M6MiNi. 

] 

Il  faut  j joindre  l’expression  du  potentiel  de  la  couche  sur  elle- 
même, 

03)  y;  =2  a*  SJ  R?  Mi  Ni,  a*  = -ÔJL-  p*. 

Ces  trois  formules  permettent  de  passer  de  la  couche  à son 
potentiel  ou  inversement. 


74.  Détermination  des  coefficients  qui  définissent  la  déforma- 
tion. — Portons  ces  valeurs  de-V,,  et  de  Ç dans  (201)  et  rempla- 
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çonsg70  par  sa  valeur  (200),  il  vient,  en  supprimant  les  indices  o, 


Cette  équation  a lieu  en  tous  les  points  de  l’ellipsoïde,  quelles 
que  soient  les  valeurs  données  à jjl  et  v.  Elle  représente  donc  le 
développement  d’une  constante  en  produits  de  Lamé.  Comme  ce 
développement  n’est  possible  que  d’une  seule  manière,  il  faut  que 
tous  les  coefficients  soient  nuis,  sauf  celui  de  degré  o,  qui  est  cons- 
tant. Or,  on  vient  de  voir  qu’il  est  nul.  Donc  la  constante  et  tous 
les  coefficients  sont  nuis.  4 

Pour  que  la  couche  Ç donne  une  figure  d’équilibre,  il  y a donc 
une  infinité  de  conditions  à satisfaire.  Elles  sont  données  par  la 
relation  générale 

(204)  — "ir1)  ^ 0 (*  = i> 2,  s, ...,  00). 

Chacune  de  ces  relations  est  le  produit  de  deux  facteurs.  Si  le 
second  facteur  n’est  pas  nul,  (3*  est  nul.  Au  contraire,  (3*  est  arbi- 
traire et  non  nul  si  le  second  facteur  est  nul.  Si  ce  second  facteur 
ne  pouvait  pas  s’annuler,  tous  les  [3*  seraient  nuis  et  il  n’y  aurait 
pas  de  figure  d’équilibre. 

Examinons  cette  relation  pour/i  = 1.  On  a ni  -f-  1 = 3,  et  l’on 
peut  supprimer  le  dénominateur.  Pour  k = 1 , il  vient 

(200)  pi  (Si  Ri — SiRiÿ^o. 

Le  second  terme  est  nul,  donc  [3 , reste  arbitraire. 

Pour  A'  = 2 et  k = 3,  on  a 

(206)  P*(S,Rt—  Si  Ri)  - o,  p3(S3R3 — SiRi)  = o. 

Or,  les  parenthèses  ne  sont  pas  nulles,  d’après  la  formule  (ig5); 
on  a donc  (32  = o et  (33  = o.  On  a vu  que  R, , R2,  R3  sont  les  trois 
seules  fonctions  correspondant  au  cas  n = 1. 

Pour  n = 2,  on  a à considérer  les  cinq  fonctions  d’indice 
k = 4-  • • S.  11  faut  de  plus,  ici,  séparer  le  cas  où  l’on  cherche  les 
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figures  voisines  des  ellipsoïdes  de  Maclaurin  de  ceux  où  l’on 
cherche  les  figures  voisines  des  ellipsoïdes  de  Jacobi.  Supposons 
d’abord  ce  dernier  cas.  On  a d’abord,  pour  A*  = 4? 


Le  facleur  entre  parenthèses  est  toujours  nul  quand  il  s’agit 
d’ellipsoïdes  de  Jacobi.  Donc  (3.4  n’est  pas  nul,  mais  quelconque. 

Pour  les  autres  valeurs  de  k le  second  facteur  ne  sera  pas  nul 
en  général  et  ne  pourra  l’être  que  pour  certaines  valeurs  numé- 
riques spéciales  des  axes  de  l’ellipsoïde.  Mais,  pour  un  ellipsoïde 
quelconque,  il  n’en  sera  pas  ainsi  et  les  [3G,  ...  seront  nuis.  . 

75.  Signification  des  deux  premiers  coefficients.  — Nous  venons 
de  voir  que  le  problème  posé  admet  au  moins  une  série  de  solu- 
tions, quel  que  soit  l’ellipsoïde  d’où  l’on  part,  c’est-à-dire  que  les 
coefficients  p*  ne  sont  pas  tous  nuis,  même  pour  un  ellipsoïde 
quelconque.  En  effet,  nous  avons  vu  que  (3t  et  (34  restent  toujours 
arbitraires,  de  sorte  que  nous  obtiendrons  encore  une  figure 
d’équilibre  en  considérant  la  couche 

( 20 8 ) 'c  = 3i  l0  Mi  Ni  4-  P , h M v N4. 

Nous  allons  voir  qu’en  réalité  cette  couche  ne  donne  pas  une 
nouvelle  figure  d’équilibre,  mais  seulement  un  déplacement  de  la 
première. 

Gomme  (3(  et  (3 4 sont  infiniment  petits,  nous  pouvons  considérer 
cette  couche  comme  la  superposition  de  deux  autres  : 

"C  — [3i  A,  Mi  N j , £ = Pi  h Ni. 

Considérons  la  première.  Nous  avons  vu  (186)  n°  69  qu’elle 
s’obtient  en  faisant  glisser  l’ellipsoïde  d’une  quantité  infiniment 
petite  00'  parallèlement  à Ox.  On  a alors 

pi=  thL  R?. 

Cette  solution  est  d’ailleurs  évidente,  puisque  c’est  le  même 
ellipsoïde  tournant  autour  du  même  axe  de  rotation. 

Le  second  cas  s’obtient,  comme  nous  allons  le  voir,  en  faisant 
tourner  les  axes  O y,  et  la  figure  de  l’ellipsoïde  autour  de 


APPEL!..  — IY. 


12 
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l’axe  O#.  Soient,  en  effet,  dO  l’angle  dont  on  a fait  tourner  ces  axes 
et  P un  point  de  coordonnées  x,  y,  z ( fig . 35).  Appelons  V le 

Fig.  35. 


potentiel  en  P dû  à l’ellipsoïde  primitif  et  Vi  le  même  potentiel 
après  la  rotation.  Or  V<  peut  s’obtenir  en  laissant  l’ellipsoïde  fixe 
et  en  faisant  tourner  P de — à9  pour  l’amener  en  P,.  Le  poten- 
tiel Y,  en  P est  le  même  que  le  potentiel  V en  P,,  c’est-à-dire 


Mais 

donc 


Y,(.r.  y.  z ) = \(x,,  y i,  Si). 

X\  = .r,  y,  — y -+-  .z  ôO,  zy  = z — yoü. 


V4  — \(x,  y z oO,  g — y ôO)  = V(a?,  y,  z)  4-  o 


J <)X  àY\ 


En  appelant  Y'  le  potentiel  du  à la  couche  en  P,  on  a,  en  tenant 
compte  de  ( 1 88 ) , 


La  parenthèse  serait  nulle  dans  le  cas  de  l’ellipsoïde  de  Maclaurin, 
Elle  ne  l’est  pas  dans  celui  de  Jacobi.  Il  est  évident,  d’ailleurs,  que 
la  couche  serait  nulle  dans  le  premier  cas,  l’ellipsoïde  étant  de 
révolution.  Remplaçons  alors  y et  z par  leurs  valeurs  à la  surface 
( 1 8 1 ) , il  vient 

v'=  so(§!  - H)ta,a,rîrjm,n,m,n,* 


La  couche  correspondant  à ce  potentiel  serait  donc,  d’après  (i  77'), 
de  la  forme 

. : = ? w,nv. 
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C’est  bien  le  cas  de  k = 4*  Les  solutions  véritables  commen- 
ceront donc  à A = 5.  Elles  ne  pourront  d’ailleurs  apparaître  qu’en 
des  points  séparés,  sur  la  courbe  d’équilibre,  puisqu’elles  vérifient 
une  équation  dépendant  d’un  nombre  entier  i n -f-  1. 

Les  ellipsoïdes  d’équilibre  spéciaux  qui  sont  de  cette  nature, 
c’est-à-dire  tels  qu’il  existe  des  figures  d’équilibre  infiniment  voi- 
sines, seront  appelés  ellipsoïdes  de  bifurcation. 

76.  Discussion  générale  des  équations  de  condition.  — Nous 
allons  discuter  d’abord,  avec  Poincaré,  l’équation  générale 


li et  S*  étant  d’ordre  tî,  R,  et  S,:  étant  d’ordre p.  On  peut  d’ailleurs 
avoir  p = ji,  pourvu  que  l’on  ait  i ^ k. 

Supposons  a2,  62,  c'2  donnés.  11  ne  reste  plus  qu’une  variable  p2 
variant  de  oc  à a2,  et  la  variable  elliptique  correspondante  u varie 
de  o à 00.  Considérons  alors,  au  lieu  de  F,  la  fonction  auxiliaire 
F 

F,  ==  qp*  Comme  R*  a ses  racines  comprises  entre  a 2 et  è2,  il  ne 

s’annule  pas  dans  le  champ  de  variation  de  p,  et  par  conséquent  Ft 
aura  les  mêmes  racines  que  F.  Nous  pouvons  écrire 


(210) 


En  dérivant  par  rapport  à m,  on  a 


d F, 
du 


J__  j_  R? 

R?  R f R| 


2J9+I  R i du 


I fS,  d 


— 1 S t d 

2 p -f-  I R;  du 


car  nous  avons  vu  que  l’on  avait 


d’où 


Nous  pourrons  donc  encore  écrire 

_ N d¥  1 _ S,(R{R*  — RiRf) 

K } du  ~ RÏ 


— 2 Si  d 
■ p- 1-  1 R*  du 


S i et  R*  conservent  un  signe  constant  dans  l’intervalle  de  variation. 
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Donc  l’expression  ne  changera  de  signe  qu’avec  la  dérivée  du 
second  membre. 

Premier  cas . — Si  le  rapport  varie  dans  le  même  sens,  sa 
dérivée  conserve  un  signe  constant  et  également.  Donc  F, 
variera  toujours  dans  le  même  sens  avec  p et  ne  pourra  s’annuler 
qu’avec  p — oc,  car  alors  F , est  de  l’ordre  de  \ • 

Ainsi,  dans  ce  cas,  quand  p part  de  l’infini  et  va  vers  a2,  F,  part 
de  o et  garde  un  signe  constant.  On  peut  rejeter  sans  discussionla 
racine  p = go  qui  donne  une  sphère,  car  alors  les  axes  sont  égaux 
à l’unité.  La  fonction  F,,  et  par  conséquent  la  fonction  F,  n’ont 

pas  de  racine,  quand  5i  varie  dans  le  même  sens.  Il  n’j  a pas  de 
figure  d’équilibre. 

Second  cas.  — Le  rapport  5*  ne  varie  pas  toujours  dans  le  même 
sens.  Développons  sa  dérivée;  on  pourra  écrire 


dFl  = -2  St  o 

du  2 p 1 R/j?  Y 


(?  = r;r*-rOV). 


Son  signe  ne  dépend  que  de  celui  du  numérateur,  c’est-à-dire  de  9. 
Prenons  de  nouveau  la  dérivée  de  ce  numérateur;  on  a,  en  rem- 
plaçant les  R"  par  leurs  valeurs  (i4i), 

(212)  Ri  R*  - Ri  R , = R, R !c{[p(p  -4  §)-  «(«-+-  I)]p2  -f-  H - IR  j. 

Or  R,  et  R*  conservent  un  signe  constant;  par  conséquent,  cp'  ne 
peut  avoir  qu’une  racine  en  p2  supérieure  à a-.  Alors,  d’après  le 
théorème  de  Rolle,  cp  aura  au  plus  deux  racines  et  F,  au  plus  trois 
dans  le  même  intervalle.  En  rejetant  la  racine  infinie,  on  voit  donc 
que  F,,  et  par  conséquent  F,  auront  o,  i ou  2 racines. 

Remarque.  — Si  p = 7i,  le  crochet  de  9'  est  indépendant  de  p 
et  9'  ne  peut  plus  s’annuler.  Dans  ce  cas,  F n’a  plus  que  o ou 
1 racine,  la  racine  infinie  exclue. 

Revenons  à l’équation  de  condition  proprement  dite  où  l’on  a 
fai  t i = p = 1 : 

Ri  Si  R* S* 

3 2 Tl  — i—  1 


(213) 


= o. 
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Or  on  a vu  au  n°  50  que  R*  pouvait  prendre  huit  formes  différentes, 
dont  quatre  sont  divisibles  par  li,  — y/p2 — a2.  Pour  ces  quatre 
formes,  le  rapport  ^ conserve  un  signe  constant.  Il  n’y  a pas  de 
solution. 

Pour  quatre  formes  seulement,  il  peut  y avoir  des  racines. 
Donnons  à p une  valeur  très  grande;  la  valeur  principale  de  F 
sera 


On  a donc  F>o  pour  i et  p — oo.  Faisons  de  même  p2  = a-, 
on  aura  R,  =.  o et  F < o. 

Il  y a donc  un  nombre  impair  de  racines  dans  l’intervalle.  Ce 
nombre  de  racines  ne  peut  être  que  o,  i ou  2 d’après  la  discussion 
précédente.  Pour  chaque  valeur  de  n , il  y a donc  une  racine  et 
une  seule  pour  chacune  des  quatre  formes. 

Remarque.  — Pour  /i  = 1 , il  n’y  a pas  de  racines,  car  les  quan- 
tités R1S1  — RoS2  et  R|S,  — ■ R3S3  correspondant  à ces  deux  cas 
ne  s’annulent  pas.  D’ailleurs 

R|  — RJ  = p- — b2  ou  R2. 3=| : Rîj  = p2  — c2, 

et  le  rapport  varie  toujours  dans  le  même  sens. 

Cas  particulier.  — Considérons  l’équation  F des  ellipsoïdes  de 
Jacobi : 

Ri  S 1 R4  S 4 T>  /-  - — — 7 ->  \ / 0 

5—  =o,  Ri  — V ( P2  ' — h2 ) ( p2  — c2 ), 

R4  n’est  pas  divisible  par  R,  ; il  y a donc  toujours  à cette  équation 
une  racine  et  une  seule.  Ainsi,  les  quantités  a2,  ô2,  c2  étant  don- 
nées, il  y a toujours  une  valeur  et  une  seule  de  p2  vérifiant  cette 
équation.  Il  y aura  donc  toujours,  parmi  les  ellipsoïdes  homofocaux 
à un  ellipsoïde  donné,  un  ellipsoïde  homothétique  à un  ellipsoïde 
de  Jacobi  et  un  seul. 

77.  Ellipsoïdes  de  Maclaurin.  — Puisqu’il  s’agit  d’ellipsoïdes  de 
révolution,  les  deux  conditions  à réaliser  pour  que  ces  ellipsoïdes 
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soient  de  bifurcation  seront 


(214) 


= r. 


Ri Sj  R*  S* 
3 -111- f-  I 


Elles  permettront  de  déterminer,  par  exemple,  a et  c,  et  nous 
pourrons  considérer  comme  inconnus  p et  b. 

Nous  avons  vu,  au  n°  55,  que,  dans  le  cas  d’un  ellipsoïde  de 
révolution,  les  fonctions  de  Lamé  dégénèrent  en  fonctions  sphé- 
riques. On  pose 

s i /a- — u.- 

- = tango,  < = 


où  9 représente  la  longitude  du  point,  et  les  fonctions  de  Lamé 
peuvent  s’écrire 


R rln+p  ( j 
M*  =*(!--/*)*■■■  (I 


-t%Y> 


dtn+P 


= F \t 


R/c=F  (w) 


p 

= A(l  -r-  S2)2 


dsn~^P 


On  a posé  £ = is  dans  R*,  car  p2  a2.  Enfin  N*  peut  prendre  V une 
des  deux  formes  cos^cp  et  sinypcp. 

Appliquons  les  résultats  des  discussions  précédentes.  Pour  que 
l’équation  de  condition  ait  des  racines,  il  faut  que  R*  ne  soit  pas 
divisible  par  R, , c’est-à-dire  par  s,  car  R,  = s,  à un  facteur  cons- 
tant près. 

p 

Or  (i  -4-  s-)2  ne  contient  pas  s en  facteur.  Il  faut  donc  que  la 
dérivée  — — ' S ^ - ne  1g  contienne  pas  non  plus,  c’est-à-dire 
qu’i7  faut  que  n-\-  p soit  pair ; p sera  de  même  parité  que  n. 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  condition  revient  à rejeter  les 
quatre  formes  divisibles  par  R,,  comme  on  l’a  démontré  ci-dessus. 

Soit  n pair  (les  raisonnements  seraient  les  mêmes  pour  n impair). 
Il  faut  que  p soit  pair  et  compris  entre  o et  n.  Déterminons  la 
valeur  de  la  déformation  Ç.  A chaque  valeur  de  p correspondront 
deux  solutions  : 

(D=X£  M *.-=X£, 

et 

'S/c=:cos  po  N/f'— sin/jp. 
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Nous  aurons  donc  deux  valeurs  de  (3*  arbitraires,  d’où 

j-  — 2p*M*N*  = [3Æ  X'I  cos/?  9 -t-  j3/-'X^  sin/?©, 

‘0 

v0  = ( P* R"  X'*  C0S-P T + P*-RÎ-SÏXgsin/,?). 

On  peut  simplifier  l’expression  de  Ç et  éliminer  l’un  des  (3*  arbi- 
traires en  posant 

P*'=  Pi  tanga. 

On  a 


r Q,.X£ 

(2i5)  y = (cosa  cos/?®  + sina  sinpç)  — AXj{  cos(/?o  — a). 

Il  suffit  de  faire  tourner  les  axes  de  l’angle  a dans  le  sens  conve- 
nable, pour  ramener  la  solution  générale  à la  forme  simple 


(215') 


1 

h 


pXft  cos  p 9. 


Soit  p — o.  On  a pour  la  solution 


(216) 


- BX° 


X"  = h 


dn(i  — l-)n 
dln  ’ 


Alors  Ç s’annule  pour  11  valeurs  de  p.  Or,  les  courbes  p = const. 
sont  des  parallèles  de  la  surface,  symétriques  deux  à deux  par 
rapport  au  plan  desys.  Donc  Ç s’annule  et  change  de  signe  sur  les 
parallèles.  De  plus,  t = o n’est  pas  racine  et  Ç n’est  pas  nul  sur 
l’équateur  où  p = a.  De  même  t ~ 1 n’est  pas  racine,  car  X®  est 
indépendant  de  (1  — t2)  et  Ç n’est  pas  nul  au  pôle  où  (jl  = c. 

On  obtient  donc  une  figure  à cannelures  ( fi  g . 36).  C’est  une 
figure  d’équilibre  zonale  d’après  la  terminologie  anglaise  du  n°  36. 
On  peut  supposer,  avec  Poincaré,  que,  la  vitesse  de  rotation  aug- 
mentant, les  cannelures  se  creuseront  à mesure  que  la  vitesse  de 
rotation  augmentera,  et  que  l’équilibre  pourra  subsister.  La 
démonstration  n’est  rigoureuse  que  dans  le  voisinage  de  la  figure 
ellipsoïdale. 

Soit  p = n.  On  a les  solutions 


(217)  ~ = pXJJ  cos  no,  Xg  = Ml  ~ td-  = *i(i - 


• r-)2 


Ç ne  peut  s’annuler  que  pour  p.  = c ou  pour  cos  no  = o.  Donc  £ 
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s’annule  aux  pôles  et  le  long  d’une  série  de  n méridiens  symé- 
triques par  rapport  au  plan  xy  et  au  plan  bissecteur  de  l’un  quel- 


Fig.  36. 


Fig.  36  bis. 


conque  de  ces  fuseaux.  C’est  une  figure  d’équilibre  sectoriale 
(fig.  36  bis). 

Soit  le  cas  général  o <Cp  < n.  On  a 


(218) 


T ~ COSjD©. 

<0 


Ç s’annule  à la  fois  sur  une  série  de  méridiens  et  sur  une  série  de 
parallèles  qui  découpent  une  figure  d’équilibre  tesserale,  formant 
un  véritable  réseau , une  sorte  de  damier,  à la  surface  de  l’ellip- 
soïde, et  où  la  déformation  est  alternativement  positive  et  négative 
à l’intérieur  de  chacune  des  mailles. 

78.  Ellipsoïdes  donnant  d’autres  ellipsoïdes.  — Nous  allons 
rechercher,  parmi  les  figures  de  bifurcation  des  ellipsoïdes,  celles 
qui  donnent  naissance  à un  autre  ellipsoïde  infiniment  voisin  du 
premier. 

Or,  Y étantle  potentiel  de  l’ellipsoïde  primitif,  V i le  potentiel  de 
l’ellipsoïde  déformé,  ou  de  la  nouvelle  figure  d’équilibre,  V7  le 
potentiel  de  la  couche  sur  elle-même,  on  a vu  que 

Vi  = V + V'. 


Or,  si  la  figure  déformée  est  aussi  un  ellipsoïde,  V.,  et  V sont  tous 
deux,  à l’intérieur  et  sur  la  surface,  des  fonctions  du  second  degré 
des  coordonnées  x , jr,  z.  Dans  ce  cas,  V0  doit  être  également  du 
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second  degré.  Mais  on  a 

g„K  M N 

u 2 « H-  I 

Il  faut  donc  finalement  que  le  produit  de  Lomé  R^MaN*  soit  une 
fonction  de  Lamé  du  second  ordre,  c’est-à-dire  3 «<  k < 9. 

Parmi  les  cinq  fonctions  de  cet  ordre,  déterminées  aux  nos  56 
et  67,  il  faut  éliminer  d’abord  R5  et  R0  qui  sont  divisibles  par  R,. 
Il  reste 

H/,.  = \/(P*“ — 62)(p2 — c2),  R7  = P'2 — 3C],  R8=p2- — a.,. 

L’équation  du  second  degré  qui  donne  a,  et  a2  peut,  d’après  le 
n°  52,  être  mise  sous  la  forme 

<2l8')  — 0 H l—n,  H 1—;  = o. 

oc  — a2  a — b 2 a — c 2 

On  voit,  par  substitution,  que  a,  est  compris  entre  a 2 et  62, 
et  a2  compris  entre  b 2 etc2,  c’est-à-dire 

a2  >>  oc  1 >*  6 2 >•  oc2  >>  c2. 

Ces  inégalités  achèvent  de  caractériser  les  nombres  a,  eta2  et,  par 
conséquent,  les  fonctions  R7  et  R8,  qu’il  faut  étudier,  ainsi  que  R/t. 

Première  solution  : R*  Jfc  H ,.  Nous  avons  alors 

Ri  Sx  R/,.  S*  . 

_ = 6 = c. 

L’ellipsoïde  qui  satisfait  à ces  deux  conditions  est  à la  fois  de 
Maclaurin  et  de  Jacobi.  C’est  l’ellipsoïde  de  bifurcation  E. 

Déterminons  plus  complètement  les  données  de  la  solution.  On 
a ici 

R/,.=  p2—  c2. 

D’après  la  discussion  du  numéro  précédent,  on  voit  que  l’on  a 
p — n — 2.  En  effet,  on  a alors 

R*  = F (is)  = hi(i-h  s2)  = K(p2 — c2)  = KR4. 

Le  produit  de  Lamé  correspondant  sera  donc 

F(ïj)  F(D  cos 2 ç ou  F.(w)  F(D  sin  2 9. 
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Il  faut  prendre  sin2cp.  En  effet,  on  a R-,  ===  R2Ra-  Or,  en  passant 
à la  limite  dans  le  cas  de  la  dégénérescence,  on  a,  à un  facteur  cons- 
tant près, 

R2jYI2N2  = y,  R3  M3  N3  = z. 

Le  produit  de  Lamé  R4M4N4  contiendra  donc  yz.t  qui  lui-même, 
à la  limite,  contient  coscpsincp  = ^sin  29.  On  aura  donc  finalement 

R v M*'N*  = F ( is  ) F ( 2)  sin  2 ®. 

Deuxième  solution  : RA  = R8.  Il  est  aisé  de  voir  que  l’on  a, 
F étanL  la  même  fonction  que  précédemment, 

R8M8Ns=F(^)F(0cos2?. 


En  effet,  quand  b tend  vers  c,  la  racine  a2  comprise  entre  b 2 et  c- 
devient  égale  à c2  et  l’on  a 

R8  = o-  — a2  =.  p2  — c-  R.v- 

Il  s’introduira  donc  la  même  fonction  F (is)  F(f),  mais  tandis 
que  N4  tendait  vers  sin2cp,  ici  N8  tendra  vers  cos  2 <p. 

Ces  deux  cas,  d’ailleurs,  se  confondent,  car  il  suffit  de  faire 

tourner  les  axes  de  ~ pour  changer  sin  20  en  cos2<p.  Ces  deux 
solutions  donnent  donc  le  même  ellipsoïde. 

Troisième  solution.  : R*  = R7.  Nous  voyons,  par  exclusion, 
sans  avoir  besoin  de  faire  les  calculs,  que  cet  ellipsoïde  correspond 
au  cas  n = 2 et  p ==  o,  d’après  la  discussion  du  numéro  précédent. 
11  vient  alors 


R7=  //! 


d-{\  h-  s-)- 
ds*  3 


M7  = 


-**)* 


dr- 


N-  = const., 


R7  et  M7  sont  des  polynômes  de  Legendre.  La  valeur  de  la  cons- 
tante est  facile  à déterminer,  car  v devient  égal  à c et  N7  se  réduit 
à c2  — a , . 

On  peut,  d’ailleurs,  dans  ce  cas,  obtenir  facilement  l’expression 
en  x , y,  z du  produit  R7M7N7.  Il  suffit  de  faire  X2  ==  a,  dans  l’iden- 
tité fondamentale.  Il  vient 


r7m7n7 


ai— e2 
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79.  Interprétation  de  ces  solutions.  — Pour  savoir  quels  sont 
les  ellipsoïdes  de  Maclaurin  qui  fournissent  ces  solutions,  nous 
allons  chercher  si  les  ellipsoïdes  infiniment  voisins  sont  de  révo- 
lution ou  non.  Or,  nous  avons  en  tous  les  points  de  la  couche, 
c’est-à-dire  sur  l’ellipsoïde  primitif  V°  et  sur  l’ellipsoïde  dérivé  VJ, 

V?  = yo  H-  V'o  avec  y°  = A#2-!-  B(/2-i-  z-)  -h  G. 

Pour  R/f  — R 7 ( troisième  solution),  on  a 

v'»=  eb7m7n-=  k' ( — ’■■  ■■  +■  xl+J:  _t\ 

\ ax — «2  a,  — c-  /’ 

alors  VJ  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

v«  = a^2h-  B'(r2+  z-)  H-  c'. 

Le  nouveau  potentiel  provient  d’un  ellipsoïde  de  révolution. 

Il  y a donc  un  ellipsoïde  de  Maclaurin  qui  admet  une  figure 
d’équilibre  infiniment  voisine,  qui  est  encore  de  révolution,  et  cela 
en  conservant  la  même  vitesse  de  rotation,  comme  nous  l’avons 
admis.  Reportons-nous  à la  courbe  des  ellipsoïdes  de  Maclaurin, 
on  voit  qu’il  n’y  a qu’un  ellipsoïde  qui  en  admette  un  autre 
infiniment  voisin  avec  la  même  vitesse  de  rotation,  c’est  celui  qui 
occupe  le  sommet  de  la  courbe  qui  possède  la  vitesse  de  rotation 
maximum  ( fig.  17,  n°  19).  En  ce  point,  en  effet,  pour  un  petit 
déplacement  parallèle  à Taxe  des  /,  la  vitesse  reste  la  même  et 
l’aplatissement  augmente  ou  diminue  suivant  le  sens  du  déplace- 
ment. 

Le  passage  d’une  figure  à l’autre  s’explique  très  bien,  d’ailleurs, 
en  se  reportant  au  cas  p = o.  Ici,  on  a n — 2,  et  la  nouvelle  surface 
coupe  l’ancienne  suivant  deux  parallèles  symétriques  par  rapport  à 
l’équateur.  On  a encore  un  ellipsoïde  de  révolution,  mais  plus 
aplati  ou  moins  aplati  que  le  précédent,  selon  le  cas  {fig.  3^). 

Pour  R*  = R4  {première  solution)  ou  R/t  = R8  {seconde  solu- 
tion),  l’ellipsoïde  n’est  plus  de  révolution.  En  effet,  on  a,  à un 
facteur  près, 

Ri  My  N4  — y z,  R 8 M 8 N 8 = y 2 — z* , 

et  le  potentiel  résultant  prend  l’une  des  deux  formes 

V»  = A'#2-f-  B'(r2H-  Z*)  H-  G 'yz  H-  D',  ' Vf  = A#«*h-  B>2h-  G'^-h-  D\ 
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Ces  potenliels  ne  peuvent  pas  provenir  d’ellipsoïdes  de  révolu  lion. 

Nous  avons  vu  que  R-,  vérifiait  l’équation  des  ellipsoïdes  de 
Jacobi,  et,  par  conséquent,  cet  ellipsoïde  ne  peut  être  que  l’ellip- 
soïde de  bifurcation,  commun  aux  Maclaurin  et  aux  Jacobi,  c’esl- 
à-dire  l’ellipsoïde  E. 

Nous  voyons,  en  effet,  sur  la  courbe  représentative  des  deux 
séries,  que  si  l’on  coupe  par  un  plan  parallèle  au  plan  horizontal 
et  situé  un  peu  au-dessous  de  E,  on  détermine  deux  ellipsoïdes  de 
Jacobi  et  un  de  Maclaurin,  qui  viennent  se  confondre  quand  on  se 
rapproche  de  F ( fig.  20  et  21,  n°  22). 

On  voit  que  cette  figure  nouvelle  correspond  bien  au  cas  p — n. 
Ici  n — 2,  et  la  nouvelle  surface  coupe  l’ancienne  suivant  deux 
méridiens,  en  étant  tangente  à l’ancienne  aux  pôles.  La  figure  n’est 


Fi 


g.  37. 


Fig.  87  bis. 


donc  plus  de  révolution,  il  apparaît  un  axe  b ^ c,  alors  que  a 
conserve  la  même  valeur;  b = OB'  et  c = OC'  > OB'  (fig*  3^  bis). 

80.  Détermination  du  premier  ellipsoïde  de  bifurcation.  — 
Considérons  l’ellipse  méridienne  de  l’ellipsoïde  de  Maclaurin,  on 
a,  FF'  étant  la  distance  focale  et  AA'  le  petit  axe, 

p2 — c- — (p2 — a 2)  _ a- — c-  _ 1 
p2 — a2  p2 — a 2 s'1 

L’origine  des  coordonnées  sur  la  courbe  des  ellipsoïdes  de 
Maclaurin  s’obtient  en  faisant  1 = o,  c’est-à-dire  p et  s infinis. 


1*  = 


FF 

âa‘‘ 
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Quand  on  se  déplace  sur  la  courbe,  dans  le  sens  des  l croissants 
ou  des  aplatissements  croissants,  le  premier  ellipsoïde  de  bifurca- 
tion que  Ton  rencontre  est  l'ellipsoïde  E. 

Pour  le  montrer,  nous  allons  démontrer  d’abord  que  la  fonction 
suivante  F est  toujours  positive  pour  les  ellipsoïdes  de  Maclaurin 
de  bifurcation  : 


Ri  S,  R/C  S /,; 

5 2/H-I 


(A- >4). 


Or,  on  a ici 


Rv  = p - — c-=  h\  1 -h  s 2 ),  R/,  = h{  (1  s2)2 


]1  d'l+P(i  -4-  s*-)n 


dsn+P 


Il  suffit  de  démontrer  que  le  rapport  est  toujours  croissant. 

Or,  R/f  vérifie  l’équation  (99)  des  fonctions  sphériques.  Multi- 

ds 

plions-la  par  1 — t-,  remplaçons  t par  is  et  posons  du  — 
il  vient 

= R * = [«(»  + i)(i  + -î2)-/^] R/c  ; 


R , correspond  au  cas  p — n = 2,  on  a donc  également 


d*  R, 
did 


R"  = (2-:-652)R,. 


Prenons  maintenant  la  dérivée  du  rapport  en  question,  on  a 

d /RA  R/R,  — RVR/t 
du\nj  r>; 

Le  numérateur  s’annule  pour  5 = 0,  car  R'/;  et  R'4  contiennent  s en 
facteur.  La  dérivée  de  ce  numérateur  peut  s’écrire 

R'i R.t — R'i  R/c .==  R/cR',  J n ( n -+- 1)  — (p2-+-  2)  -h  [n(n  -h  1)  — 6] s2  j . 


Or  RaR4  est  toujours  positif,  le  crochet  aussi  pour  /i>  2 et 
p^n.  Cette  expression  est  donc  toujours  positive.  Il  en  est  de  même 
de  la  dérivée  du  rapport.  Ce  rapport  est  donc  toujours  croissant, 
et  la  fonction  F garde  toujours  le  même  signe. 

Or,  pour  p très  grand,  on  a,  en  ne  considérant  que  les  valeurs 
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principales, 

RîSi==j_  RyS,  = i • R*  S*  i 

3 3 p 5 5 p 2/1  + 1 ( 2 -+-  i)p  ’ 

d’où 

Ri  Si  R*  S*  R*Sjfc 

3^5  ^2/i+r 

Puisque  F conserve  toujours  le  même  signe  quand  p varie,  la 

dernière  inégalité  subsiste  toujours.  Faisons  alors  décroître  pou  s , 

RS  • RS 

la  valeur  - 1 - sera  obligée  de  traverser  1 avant  toutes  les  autres. 

La  première  équation  de  condition  vérifiée  sera 

RjS,  + R4  S/„ 

3 “ 5 


Le  premier  ellipsoïde  de  bifurcation  atteint  sera  bien  l’ellipsoïde  E, 
quand  l’aplatissement  augmente. 

Posons  en  général 

F = R/sz  ra 

2ft"+I  211'-+-! 

La  dérivée  du  rapport  — devient 

± /RA  = RaR/-R:-R/- 

clu  \ R,-  / R f 

En  prenant  la  dérivée  RJPi*  — R"R*  du  numérateur,  on  pourra 
écrire  le  coefficient  de  R/R/f 

[ n\n' i)  — p'% — n(n  +-  i)  -+- />2]  -+-  [/ï'(/i'-+-  i)  — n(îi  H-  i)]s2. 


Nous  prenons  c’est-à-dire  que  nous  considérons  des 

expressions  R*  du  même  ordre  que  R;  ou  d’ordre  supérieur.  Le 
coefficient  de  s2  est  alors  toujours  positif.  Déterminons  ensuite  p 
et  p de  façon  que  le  terme  constant  soit  également  positif.  Alors 
l’expression  ci-dessus  reste  toujours  positive.  Par  conséquent,  le 

rapport reste  croissant  et  F conserve  toujours  le  même  signe. 
On  aura  donc 


R.  S,  R/ S,-  R a- S/- 

3 2 11  — 1—  I 2 II  — f—  I 
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Faisons  alors  croître  p ou  s , ce  qui  correspond  à des  aplatisse- 
R S 

ments  croissants  ; la  valeur  — 1 traversera  successivement  les  autres 


valeurs,  suivant  l’ordre  croissant  des  n.  Toutes  les  solutions  ainsi 
déterminées  et  correspondant,  par  exemple,  à n — 2,  seront  ren- 
contrées avant  celles  de  n z=  3 et  celles-ci  avant  celles  de  n — 4?  et 
ainsi  de  suite,  sur  la  courbe  des  Maclaurin. 

Prenons  ri  = 77,  l’expression  ci-dessus  se  réduit  à p2 — p'1.  On 
aura  alors 


si 


Ri  S,  R/;S/y  ï\/}'Spr 
3 : 1/1  h-  1 ' 2 n -i-  1 

p1 — jo'2>  o,  c’est-à-dire  //</?. 


Par  conséquent,  parmi  les  figures  de  bifurcation  du  même  ordre, 
correspondant  au  même  /?,  on  rencontrera  d’abord  celles  corres- 
pondant à />  — /?,  puis  successivement  les  k autres 

p — n — 2,  p — n — 4,  ....  p = o ou  p = 1. 


On  sait  en  effet  que,  sur  la  courbe  des  Maclaurin,  on  rencontre 
d’abord  l'ellipsoïde  E,  qui  correspond  à n = 2 et  p = 2,  puis 
l’ellipsoïde  E0,  de  vitesse  maximum,  au  sommet  de  la  courbe,  qui 
correspond  à a = 2 et  p ==  o. 

Si  nous  considérons  des  figures  d’ordre  consécutif,  on  a 

/P  : : n ~ 1 

et  la  condition  pour  que  l’expression  ci-dessus  reste  positive  est 

P'2</>2H- H-  i). 

On  ne  peut  rien  dire  sur  l’ordre  des  figures  qui  ne  réalisent  pas 
cette  condition. 

Si  l’on  considère  des  figures  correspondantes,  c’est-à-dire 
p'—  p 4-  ï (comme  par  exemple  p'=  ri  et  p — n ),  on  a 

2 p < 2 f l -T"  1 

et  la  condition  est  toujours  réalisée,  car  on  a p^n.  Par  consé- 
quent, les  figures  correspondantes,  d’ordre  différent,  seront  tou- 
jours placées  sur  la  courbe  dans  l’ordre  des  n croissants  et  des 
aplatissements  croissants. 
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Remarque  I.  — En  étudiant  plus  haut  les  cas  de  dégénérescence 
avec  a — b,  ellipsoïde  de  révolution  allongé,  on  a obtenu 

n{  n -h  i )a-  H = p-(a- — c2), 

et  l’équation  de  Lamé  peut  s’écrire,  dans  ce  cas, 


où 


R"  = [n(n  -h  i)  (p2  — a2 ) H-  jo2 ( ci-  — c- ) ] R . 
p-  — a-  > o:  a 2 — c 2 > o. 


L’expression  considérée  plus  haut  pour  IV/. R,  — Ri  R*  serait 
toujours  positive  pour  n ' >>  n.  Or,  les  ellipsoïdes  critiques  de 
Jacobi  se  rapprochent  très  rapidement  des  ellipsoïdes  de  révo- 
lution allongés.  De  plus,  il  n’j  a qu’un  ellipsoïde  critique  corres- 
pondant à chaque  valeur  de  n.  On  peut  donc  dire  qu’ils  seront 
rencontrés  également  sur  la  courbe  des  Jacobi  dans  l’ordre  des 
n croissants. 


Remarque  IL  — En  traitant  le  second  cas  de  dégénérescence, 
c’est-à-dire  b — c , ellipsoïdes  de  révolution  aplatis,  suivant  les 
indications  données,  on  trouve 

(a*  = [»(»  + »)«’+  H]N> 

d’où  l’on  déduit 


n(n  -h  i)c2-t-  H 


P~ 


au  lieu  de  + p-  dans  le  premier  cas.  On  en  déduit,  en  remplaçant  II 
par  celte  valeur, 


d1  R 
clu- 


= [«(w  + i)(p2—  c2)—  />2(«2—  c2)]Rr 


c’est  bien  la  même  expression  que  celle  indiquée  ci-dessus. 

Remarque  III.  — Pour  n — 4 et  p — o,  on  a la  première  figure  à 
cannelures.  L’ellipsoïde  de  révolution  se  creuse  suivant  deux  parai- 
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lèles  symétriques  par  rapport  à l’équateur  {fig*  38  et  386/5). 

Fig.  38. 


Fig.  38  bis. 


/ vk 

AA\ 

0 

S] 

w 

Si  la  déformation  s’accentue,  il  se  détachera  un  anneau  équatorial, 
comme  dans  l’ expérience  de  Plateau. 


8 J . Ellipsoïdes  de  Jacobi.  — Les  ellipsoïdes  de  bifurcation  de 
Jacobi  doivent  vérifier  les  deux  conditions  suivantes,  la  première 
définissant  les  ellipsoïdes  de  Jacobi,  la  seconde  définissant  les 
ellipsoïdes  de  bifurcation  (209)  : 


(219) 


Ri  Si 

3 


Ri  S,, 

5 


Ri  Si 
3 


R*  S* 


où  il  faudra  faire  n > 2 et  k > 8,  d’après  l’étude  précédente.  Ces 
deux  équations  détermineront  les  deux  inconnues  du  problème  qui 
seront  les  deux  rapports  d’axes,  ou,  avec  Poincaré,  les  deux  quan- 
tités p2  et  b1.  Parmi  tous  les  ellipsoïdes  homothétiques,  l’ellipsoïde 
réel  sera  déterminé  par  la  valeur  du  volume.  LiapounofF  écrivait 
l’ellipsoïde  sous  la  forme 


(219O 


y1 


et  les  deux  inconnues  p et  q étaient  mises  en  évidence,  mais  la 
forme  n'était  pas  symétrique. 

Le  système  des  deux  conditions  peut  se  mettre  sous  la  forme 


(220) 


Ri  Si 

3 


R*  S* 


R* S*  R* SA 


APPELL.  — IV. 
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On  a déjà  vu  que  si  le  rapport  varie  toujours  dans  le  même  sens, 
c’est-à-dire  si  R/f  est  divisible  par  Rf,  la  première  équation  ne  peut 
pas  avoir  de  racines,  ce  qui  réduit  à 4 les  8 formes  correspondant 
à chaque  valeur  de  n. 

De  même  si  le  rapport  ^ varie  toujours  dans  le  même  sens,  la 
seconde  équation  n’aura  pas  de  solution.  Il  faut  donc  exclure  ces 
cas  parmi  les  quatre  formes  acceptables. 

Soit  n pair  et  la  première  forme 

R*=/(p2)- 


Le  polynôme  /(p2)  a toutes  ses  racines  réelles  et  comprises  entre 
a-  et  c2.  Désignons  par  a la  plus  grande  racine  de  /(p2)  nous  pou- 
vons écrire 

/(P2)  = (P-2—  a)(p'2—  ai)(p2—  «2>-  • R4==  \/(P2—  G') 


et 


p2 — a p2 — a 

p2 — 6 2 p2 — c2 


(P* 


— ai)2 


Or,  les  deux  premiers  facteurs  sont  constamment  croissants. 
L’expression  homographique  ~ p ~ 1 ~ est  constamment 

croissante,  puisque  a >c2. 

Il  en  sera  de  même  de  — — i si  l’on  a a >>  b~. 

P .6 

Pour  que / (p2)  convienne,  il  faut  donc  que  sa  plus  grande  racine 
soit  inférieure  à 62,  c’est-à-dire  que  toutes  ses  racines  doivent  être 
comprises  entre  b-  et  c2. 

Or,  M.  Klein  a démontré  que,  parmi  les  k + 1 polynômes 
d’ordre  ji  = 2k,  il  y en  a toujours  un  et  un  seul  dont  toutes  les 
racines  sont  comprises  entre  b 2 et  c2.  Les  autres  polynômes  ont 
successivement  1,  2,  3,  . . . , k racines  comprises  entre  a2  et  b2. 
On  pourra  consulter  à ce  sujet  une  intéressante  Note  déjà  citée  de 
Stieltjes  ( Œuvres  complètes , t.  I,  ou  Acta  mathejnatica,  t.  YI, 
1 885). 

Il  y aura  donc  toujours  un  polynôme  R ~ /(p2),  et  un  seul,  qui 
vérifie  l’équation  de  condition  et  donne  un  ellipsoïde  de  bifur- 
cation. 

La  seconde  forme 


R=  V/(P2-62)(P2- 


c2)/(p2) 
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donne 


5* 

K* 


= /i(P2)- 


Ce  rapport  va  toujours  en  croissant  et  ce  type  ne  fournit  pas  de 
solution. 

Soit  n impair,  on  a également  à considérer  deux  formes.  La 
première  donne 


\J?*—  6-/(p2)j 


/(,p2)2  _ 

U*  / p2-*2 


p a 


j(p2—  a)(p2—  *i>*.  - -. 


Mais  on  a a > c2,  la  fonction  homographique  du  second  membre 
est  toujours  croissante  et  le  rapport  aussi.  Il  n’y  a pas  de  solution. 
La  dernière  forme 

v/p2— c2/(  P2) 

donne 


( 


R* 

R* 


/(P2)2 
P2— 62 


a)  (p2 — *1  )2 


Il  faut  encore  que  l’on  ait  a<<62,  c’est-à-dire  que  toutes  les 
racines  de  /(p2)  soient  comprises  entre  b 2 et  c2.  Le  théorème  de 
M.  Klein  établit  de  même  qu’il  n’y  a qu’une  fonction  de  Lamé 
remplissant  ces  conditions. 

En  résumé , parmi  les  2/i-b  i fonctions  de  Lamé  d’ordre  n , 
que  n soit  pair  ou  impair,  il  y a toujours  une  fonction  et  une 
seule  telle  que  R*  satisfasse  au  système  (220)  et  donne  un  ellip- 
soïde de  bifurcation.  Il  y a toujours  un  point  de  bifurcation , 
et  un  seul , pour  chaque  valeur  de  n. 

Ces  conditions  sont  suffisantes.  Si  elles  sont  remplies,  il  y a 
nécessairement  des  solutions.  En  effet,  considérons  de  nouveau  la 
fonction  F dont  les  racines  sont  solutions  du  système  (220) 


P _ I h s 4 _ Pv/çS/c  ^ 
5 2W  + I 


Faisons  varier  b 2 de  a 2 à c2.  Pour  62  — a2,  l’équation  (1)  de  (219) 
donne  p2  = d1  et  R4S4=:o.  Alors  on  a F<o,  car  RAS/f>-o. 
Pour  b 2 =c2,  on  retombe  sur  le  cas  des  ellipsoïdes  de  Maclaurin, 
et  l’on  a vu  (n°  80)  que  l’on  avait  alors  F >>  o.  L’équation  a donc 
au  moins  une  racine  et  le  système  une  solution.  Liapounoff  a 
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démontré  qu’il  n’y  avait  qu'une  racine  et  qu’une  solution,  dans 
son  Mémoire  Sur  la  stabilité  des  figures  elh psoïdales  ( 1 884)  * 
Pour  chaque  solution  du  système  (220),  c’est-à-dire  pour  chaque 
valeur  de  //,  il  y aura  donc  un  ellipsoïde  cr  itique  et  un  seul. 
Nous  allons  étudier  les  plus  simples. 

82.  Étude  des  figures  voisines  des  Jacobi.  — Pour  zz  = 1 , il  n’y 
a pas  de  solution.  Pour  n = 2,  nous  avons  trouvé  l’ellipsoïde  E, 
commun  aux  Maclaurin  et  aux  Jacobi.  Nous  étudions  donc 
d’abord  n ==  3. 

Dans  ce  cas,  n est  impair,  R*  doit  être  de  la  forme 

R*=  y/p2—  c2(p2—  a);  ù2<a<c2. 

Quelle  est  la  forme  de  Ç?  En  remarquant  que  R*  est  une  constante 
sur  l’ellipsoïde,  nous  pouvons  l’écrire 

f = ^-R*M*N*  = .sR*M*N*. 

Nous  avons  d’ailleurs 

M/r=  — c2(}j.2 — a),  N*  ==  v/v2 — c2(v2 — a); 

d’où 

7*  = £ V^CP2 — c’2)  (P2  — c2)  (v2—  c2)  (p2—  a)  (p2_  a)  (v2 — a). 

Or,  le  radical  est  égal  à 3,  le  reste  donne  une  expression  du 
second  degré  d'après  (122),  et  l’on  a 


Pour  avoir  le  signe  de  Ç,  il  suffit  de  considérer  l’intersection  de 
notre  ellipsoïde  avec  le  plan  z—-o , qui  le  coupe  suivant  une 
ellipse  principale  et  avec  la  surface 


qui  est  un  hyperboloïde  à deux  nappes,  car  on  a c2  < a < b2  et, 
par  conséquent,  a — a2  < o et  a — b2  <C  o.  L’intersection  de  cette 
quadrique  avec  Ox  et  avec  O y n’est  pas  réelle.  L’expression  cor- 
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respondante  est  négative  dans  la  région  de  l’origine.  Si  l’on  sup- 
pose s'  >•  o,  Ç sera  positif  dans  la  région  I,  et  sera  alternativement 
négatif  et  positif  dans  les  autres  (fig.  3g). 


Fig.  3n.  Fig.  3g  bis. 


En  traçant  la  section  principale  de  la  figure  d’équilibre,  on 
obtient  la  figure  (3g bis)  que  Poincaré  appelle  piriforme  et  Darwin 
pearshaped.  Cette  figure  n’est  pas  symétrique  par  rapport  au  plan 
principal  xO  y qui  contient  l’axe  de  rotation  O#,  ni  par  rapport 
aux  autres  plans. 

Si  l’on  suppose  s!  <C  o,  les  signes  de  Ç sont  intervertis  et  l’on 
obtient  la  figure  symétrique  de  la  précédente  par  rapport  au 
plan  zOx. 

Fig.  4o. 

À * 

I 


La  valeur  de  a sera  donnée  par  la  formule  (218),  n°  78,  où  l’on 
prendra  celle  des  deux  racines  qui  est  comprise  entre  b'2  et  c2. 
Nous  donnons  dans  la  figure  4°  le  dessin  schématique  de  Poin- 
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caré  {Leçons  sur  les  figures  d'équilibre , p.  161).  Il  y représente 
en  ponctué  le  contour  apparent  de  l’ellipsoïde,  en  traits  pleins 
l’intersection  de  la  nouvelle  surface  avec  l’ellipsoïde  et  le  contour 
apparent  de  cette  surface  extérieur  à l’ellipsoïde,  en  ponctué  le 
contour  apparent  intérieur  à l’ellipsoïde.  L’intersection  de  la  figure 
piriforme  avec  l’ellipsoïde  se  compose  de  deux  lignes  de  courbure 
de  la  même  famille  : l’axe  de  la  rotation  est  désigné  par  z’z. 
Quand  £ change  de  signe,  la  surface  garde  la  même  forme  : les 
parties  gauche  et  droite  s’échangent.  M.  Jeans  a assimilé  la  forme 
de  l’écorce  de  la  Terre  à la  figure  piriforme,  avec  des  précisions 
des  plus  suggestives  ; mais,  comme  le  dit  déjà  Poincaré,  les  résultats 
obtenus  pour  les  liquides  homogènes  ne  permettent  aucune  con- 
clusion pour  une  planète  hétérogène. 

Calculs  pratiques  de  Darwin.  — La  figure  piriforme  a été 
calculée  d’une  façon  précise  par  Darwin  dans  les  Philosophical 
Transactions , 1902,  A,  1. 198.  La  figure  réelle  est  moins  ramassée 
que  celle  esquissée  par  Poincaré.  Il  n’y  a pas  d’inflexions  pour  les 
sections  principales,  comme  l’a  montré  P.  Humbert  (<),  même  si 
la  figure  n’est  pas  infiniment  voisine  de  celle  de  l’ellipsoïde. 

En  prenant  pour  volume  de  l’ellipsoïde  T — c’est-à-dire  en 
faisant  abc  = 1,  on  trouve  : 

i°  Pour  les  demi-axes  de  l’ellipsoïde  de  bifurcation, 

OA  = o,65,  OB  = 0,81,  OC  = 1,88. 

20  M et  M'  étant  les  projections  sur  le  plan  des  xz  de  l’inter- 
section de  la  section  principale  xOz  avec  l’hyperboloïde  à deux 
nappes,  on  a 

OM 

oc  =0’7Ù- 

Enfin,  la  vitesse  critique  de  rotation  est 


Poincaré  et  Darwin  disent  qu’une  fois  cette  déformation  com- 


(')  Thèse , Faculté  des  Sciences  de  Paris,  1918. 
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mencée,  si  l’on  augmente  la  vitesse  de  rotation,  on  peut  penser  que 
la  concavité  continuera  à se  creuser.  La  forme  en  poire  irait  alors 
en  s’accentuant;  un  étranglement  pourrait  se  produire?  et  Darwin 
suppose  qu’on  arriverait  dans  cette  voie  à la  formation  d’un 
satellite. 

La  figure  l\ obis  représente  les  sections  de  la  figure  piriforme  et 
de  l’ellipsoïde  critique,  en  première  approximation,  données  par 

Fig.  4o  bis. 


B 


Darwin  ( Scientific  Paper  s,  p.  3 1 4).  Darwin  a calculé  également 
ce  que  devenaient  les  valeurs  de  Ç et  la  forme  de  la  figure  en 
seconde  approximation.  Il  obtient  la  figure  ter  ( Scientific 


Fig.  t\o  ter . 


Papers , p.  384),  assez  différente  de  la  précédente.  La  déformation 
aux  extrémités  du  grand  axe  était  la  même  dans  le  premier  cas. 
On  avait  G' N-  = CN'  et  G'D'  = jCD.  En  seconde  approximation,  la 
pointe  de  la  figure  piriforme  s’avance  beaucoup  plus  à droite  que 
la  partie  renflée  ne  s’écrase  à gauche.  On  a G'D'>>CD.  Dans 
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l’ensemble,  la  figure  s’éloigne  encore  moins  de  l’ellipsoïde,  sauf 
vers  la  pointe. 


. I utres  figures  d'équilibre.  — Pour  n = 4,  la  seule  forme  con- 
venable est 


R9=/(P2)  = (p*— a,)(ps— a2), 


où  a,  et  a o sont  compris  entre  b 2 et  c~.  On  a alors 

(222)  Ç = sR/.-M/.-Nyr- 


F=  e(p2—  a0  (p2—  a4)  (v*  — ai)  (p2  — as)  (p2  — a,)  (v2  — a2) 


Les  deux  facteurs  égalés  à o représentent  deux  hyperboloïdes  à 
deux  nappes,  et  £ s’annulera  sur  les  courbes  d’intersection  de 
l’ellipsoïde  avec  ces  deux  hyperboloïdes.  Par  contre,  il  ne  s’annu- 
lera plus  dans  le  plan  z = o,  car  z n’est  pas  en  facteur. 

Il  est  aisé  d’esquisser  la  figure  correspondante.  Cette  figure  sera 
symétrique  par  rapport  au  plan  des  xy.  En  supposant  s'  >>  o,  le 
signe  de  £ est  celui  qui  est  indiqué  sur  la  figure  4i-  Il  y a renfle- 


Fig.  4i. 


ment  au  milieu  et  aux  deux  extrémités,  régions  I,  III  et\  . En  sup- 
posant e < o,  il  faudrait  changer  le  signe  de  £ dans  chacune  des 
régions.  Ainsi  il  y a deux  figures  infiniment  voisines,  et  les  bosses 
de  l’une  correspondent  aux  étranglements  de  l’autre.  Nous  repré- 
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sentons  (fig.  41  bis)  la  première  surface  telle  que  l’a  donnée 
schématiquement  Poincaré  dans  scs  Leçons , p.  162.  Cette  surface 

Fig.  4 x bis. 


a été  comparée  à un  haltère.  Elle  est  dite  positive.  Elle  est  en 
réalité  plus  allongée  que  ne  le  pensait  Poincaré,  comme  on  le  verra 
au  numéro  suivant. 

Ici  encore,  Darwin  pense  que  si  la  vitesse  de  rotation  augmentait, 
les  concavités  se  creuseraient  et  que  la  masse  donnerait  naissance 
à deux  satellites. 

Cas  général.  — Ces  deux  cas  n = 3 et  n = 4 nous  fournissent 
les  deux  types  principaux  de  figures  critiques  d’équilibre,  qui  se 
retrouvent  dans  tous  les  autres. 

Lorsque  n est  impair,  la  figure  n’est  pas  symétrique  par  rapport 
au  plan  xy  et  le  changement  de  s en  — e donne  la  même  figure, 
ayant  tourné  de  180°  autour  de  Ox. 

Lorsque  n est  pair,  il  y a symétrie  par  rapport  au  plan  des  xy. 
De  plus,  les  deux  figures  correspondantes  pour  e < o et  £>o 
sont  distinctes  réellement  l’une  de  l’autre. 

Il  est  probable,  comme  on  l’a  déjà  dit,  qu’à  chaque  valeur  de  71 
correspond  un  seul  ellipsoïde  critique.  On  voit  que  chaque  fois 
que  n augmente  d’une  unité,  il  s’introduit  l’expression  d’un  nouvel 
hyperboloïde  à deux  nappes  dans  l’expression  de  Ç et  un  nouvel 
étranglement  dans  la  figure  d’équilibre. 

Remarque.  — Pour  se  rendre  compte  de  ces  conclusions,  il  n’est 
pas  nécessaire  de  recourir  à la  considération  des  hyperboloïdes  à 
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deux  nappes.  En  effet,  dans  le  cas  général,  on  a 

P = sR,M*N* 

avec 

=/(p2),  M^p2),  N k-f(v-) 

ou 

Rj=^/^72/(p2))  M *=v/Fr^/(M-,)>  N*'a  v/ÏW?/(v*), 

Or  les  polynômes  / ont  leurs  racines  comprises  entre  b - et  c- . 
Gomme  on  a 

c2<  v2  < 62<  fx2<  a2<p2, 

on  voit  que  N*  seul  peut  s’annuler.  Or,  les  courbes  const.  et 
v = const.  représentent  les  lignes  de  courbure  de  l’ellipsoïde, 
celles  des  p.  entourent  le  petit  axe  et  celles  des  v le  grand  axe. 
Enfin,  dans  le  cas  où  n est  impair,  parmi  les  v on  a v2  = c-:  qui 
représente  l’ellipse  du  plan  xy. 

Nous  voyons  alors  que  Ç ne  peut  s’annuler  que  pour  N*  = o, 
c’est-à-dire  sur  les  lignes  de  courbure  des  v,  racines  de  N*  = o. 

Donc,  si  n est  impair,  on  aura  d’abord  sur  l’ellipsoïde  l’ellipse 
principale  z — o et  en  posant  n = 2 k -f-  1 , on  aura  encore  k lignes 
de  courbure  au-dessus  et  k au-dessous  qui  donneront  alternative- 
ment des  régions  avec  le  signe  -f-  et  — et  l’on  aura  comme  section 
une  courbe  ondulée,  non  symétrique. 

Si  n est  pair,  n — 2.k , il  y aura  k lignes  de  courbure  au-dessus 
du  plan  xy  et  k au-dessous  et  symétriques,  qui  fourniront  une 
figure  symétrique  par  rapport  au  même  plan. 

83.  Calcul  des  éléments  des  ellipsoïdes  critiques  à trois  axes.  — 
Les  calculs  des  éléments  des  ellipsoïdes  de  bifurcation  et  des  figures 
voisines  qu’ils  engendrent  ont  été  faits  d’abord  par  G.  H.  Darwin 
pour  la  figure  piriforme,  par  une  méthode  longue  et  com- 
pliquée (*).  Darwin  donna  pour  la  première  fois  la  forme  exacte 
de  la  figure  piriforme,  qui  est  plutôt  ovoïde  et  dont  les  sections 
principales  n’ont  pas  de  points  d’inflexion. 


(l)  Scientific  Paper  s,  p.  188^  Philos.  Trans.  of  the  Royal  Soc.,  I.  198,  A, 
1901,  p.  3oi-33i. 
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LiapounofF,  dans  la  troisième  partie  de  son  Mémoire  (4),  a donné 
une  méthode  de  résolution  numérique  plus  simple  et  plus  pratique. 
Il  a calculé  les  éléments  des  figures  d’ordre  n = 3 et  n — 4 sans 
donner  ces  figures  elles-mêmes. 

P.  Humbert  a repris  la  question  et  étendu  les  calculs  aux  figures 
de  Poincaré  d’ordre  5 et  6 (2). 

Notations.  — Pour  déterminer  les  jacobiens  critiques,  nous 
avons  les  deux  équations 


et  nous  savons  qu’il  n’y  a qu’une  valeur  de  k pour  chaque  valeur 
de  n.  Ces  deux  équations  pourront  servir  à déterminer  les  rapports 
des  trois  axes  et  par  conséquent  la  forme  exacte  de  la  figure.  En 
leur  adjoignant  l’équation  qui  définit  la  conservation  de  la  masse 
ou  du  volume,  on  en  déterminera  les  dimensions  exactes. 
Désignons  les  axes  par  A,  B,  C;  on  a 

(224)  p2 — a-,  B2=p2 — b -,  G2  ==  p2 — c2, 


l’axe  des  x étant  l’axe  de  rotation. 

L’un  des  quatre  paramètres  p,  a,  &,  c est  arbitraire  pour  définir 
les  trois  axes.  Poincaré  prend  c~  o,  d’où  C = p,  ce  qui  simplifie 
beaucoup  tous  les  calculs  théoriques  et  pratiques. 

En  faisant  de  plus  a = 1 , on  réduit  les  paramètres  à deux  et  les 
formules  auront  l’avantage  de  s’identifier  immédiatement  avec  les 
formules  de  dégénérescence,  quand  on  passera  aux  ellipsoïdes  de 
révolution  où  b = c et  B ==  C. 

LiapounofF  particularise  également  deux  paramètres  en  écrivant 
l’équation  de  l’ellipsoïde  sous  la  forme  (219) 


(223) 


Ri  Si  = R4S4  ^ nksk 
3 -5  2/1  H- 1 


A < B < G. 


(225) 


x~  y-  z% 

p p -T~  <7  '■  P -4-  I 


= I 


0)  Sur  les  figures  d' équilibre  peu  différentes  des  ellipsoïdes , Saint-Péters- 
bourg, 1912. 

(2)  Sur  les  surfaces  de  Poincaré , Thèse,  1918. 
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Les  axes  sont  alors 

A2  = p,  B2  = p h-  q,  G2  = p ; - 1 ; 

il  est  facile  de  les  identifier  avec  ceux  indiqués  ci-dessus  en  pre- 
nant 

À2  = o-  — i.  B'2  = p2 — b-.  C2=  o'2. 

Darwin,  au  contraire,  introduit  l’équation  de  la  masse  par  la  con- 
dition ABC  = i . Pratiquement,  les  calculs  numériques  sont  alors 
beaucoup  moins  simples  qu’avec  les  notations  précédentes.  Dans 
les  calculs  qui  suivent,  nous  conserverons  autant  que  possible  la 
notation  symétrique  à quatre  paramètres,  pour  n’introduire  les 
simplifications  qu’en  dernier  lieu. 


Solution  approchée.  — - Darwin  a remarqué  que  les  ellipsoïdes 
critiques  se  rapprochent  très  vite  de  la  forme  d’ellipsoïdes  de  révo- 
lution allongés.  On  peut  en  profiter  pour  trouver  une  première 
valeur  approchée  des  axes.  Les  fonctions  R et  S deviennent  les 
fonctions  adjointes  de  Legendre  de  première  et  de  seconde  espèce 
et 

Pour  les  premières  de  celles-ci,  où  n — i etp~i,  on  a les 
expressions  connues 


S, 

3 


R i = 2 X j = \J  r-  — i , 

= Qj  = — — -h 

\r~ — i 2 


X]  est  donné  par  la  formule  générale  (io5),  et  il  suffit  de  faire 
b — a dans  l’expression  générale  de  S pour  retrouver  la  valeur 
de  Q | . On  a 

Ri  = vV2—  D'2=  (p2—  a2)2(p2—  c2), 


S,= 


3R,  n^3K,  T prfpy • 

Jp  h T R J p ( p2  — a2)2  \/p2  — c'2 


En  posant 


p2  — a-  — (p- — c2)  — (a- — c2)  — r-  - 


on  obtient 
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d’où 


ri  1 Si 


= v/p2- 


— _ p^—gi  L y/pi— c»H-  t/a»—  C2 


2(a*-o«)^  y/p*^c*-y/a*-c« 

En  introduisant  les  simplifications  c — o et  a = i,  on  a enfin 


<226) 


Ri  Si  1,,  , , 

= P--(P”—0Lp_I 


P^1 


= 2X1  Ql. 


C’est  bien  la  même  valeur  que  celle  du  produit  X]  Q| . 

La  forme  unique  R*,  correspondant  à n,  devient  un  poljnome 
de  Legendre  X°  ou  X;i  d’ordre  n où  p — o.  On  a de  plus,  avec  les 
simplifications  introduites  et  b — a, 

D =(p2— «2)  vV— p(p- — 0- 

L’expression  S*  devient  alors 

s*  = r,  r^dxn 

2*  + i Vp  RiD  Vp  XjRp*  — I) 

C’est  bien  l’expression  de  la  fonction  de  Legendre  de  seconde 
espèce,  qui  peut  s’écrire,  pour  p = o, 


<227) 


O 1 X T P ^ 1 F f 

V/i  — “ A-n  U • — r — 

2 P — ri 


S* 


où  F est  un  poljnome  de  degré  n - 
«expressions. 

Pour  n — 3 et  n — 4?  on  a 


2/l-fI 

dont  on  a donné  différentes 


R/c  = X3  = £(  5 p2 — 3), 


<228) 


- (i5p2 — 4), 


R/c  = X4  = — (35  p4  — 3o  p2  -f-  3 ),  F3=:— p(2ip2-  11). 


Dans  le  premier  cas,  pour  n = 3,  en  portant  les  expressions  ci- 
dessusdans  (223),  on  obtientpourles  valeurs  approchées  p2  = 1 ,227 
au  lieu  de  1 , 1 35 , et  avec  la  condition  ABC  = 1 on  a 

A = B = 0,77,  G = 1,79, 

alors  que  les  vraies  valeurs  seront 

A =o,65,  B = 0,81,  G = 1,88. 
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Dans  le  second  cas,  pour  n = 4?  on  obtient  p2  = i,o85  au  lieu 
de  i ,o4i  et 

À = B = o,65,  G = 2,33 

au  lieu  de 

A = o,6o,  B = 0,69,  C = 2,36. 


Remarque.  — D’ailleurs,  pour  des  valeurs  assez  grandes  de  /z , 
l’expression  Xw  Q„  peut  s’écrire  approximativement  d’après  les 
calculs  de  Laplace  . 


(228') 


Xi  Q/i  — — 


COS(2  7l  ■H-  l)6 

(2/1  4-i)Vp2— I 


chO  = p, 


et  les  tables  des  fonctions  hyperboliques  de  l’Institut  smithsonien 
de  Washington  permettent  de  résoudre  l’équation  obtenue. 

D’ailleurs,  l’équation  de  condition  (223)  et  la  valeur  approchée 
de  R|  dans  (226)  nous  donnent  ici 


X„Q„  = ^ = XJ  Qj  = const. 

De  plus,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n , la  valeur  dep  = ch 9 
tend  vers  1.  Il  en  est  de  même  du  cos  (277  + 1)6  dans  X„Q„.  En 
appliquant  alors  la  formule  (228')  à deux  valeurs  successives  de  tz, 
on  obtient  la  formule  de  récurrence  très  simple  (*) 

(2«-f3)(p2+1_l)  = (2»  + l)(p2  — l). 


Pour  11  = 5 on  obtiendra  p2  ±=  1,02899.  On  en  déduit  la  valeur 
p2  ==  1.0207,  exacte  à moins  de  0,001  près,  puisque  la  vraie  valeur 
est  1,0200.  On  aura  donc  certainement,  avec  la  même  approxi- 
mation, 

o - * G P 

P 7 ——  I ; OI 3,  P 8 ~~  1 5 OI 1 5 T=  -==7=9,60. 

VP2 — 1 

Pour  n = 8,  le  grand  axe  est  déjà  près  de  10  fois  plus  allongé 
que  le  petit  axe. 

Valeur  approchée  de  h.  — Cette  première  solution  approchée  p t , 
obtenue  dans  l’hypothèse  d’un  ellipsoïde  de  révolution  allongé, 


P)  P.  Humbert,  Comptes  rendus , t.  170,  1920,  p.  38. 


CHAPITRE  VII.  — FIGURES  D’ÉQUILIBRE  VOISINES  DES  ELLIPSOÏDES.  207 

sera  portée  ensuite  dans  l’équation  des  ellipsoïdes  à trois  axes 


(229) 


F = 5±Sl  _ üiS, 
3 5 


qui  permettra  de  déterminer  la  valeur  correspondante  de  b. 
On  a ici,  en  remplaçant  p par  r sous  le  signe  somme, 


(a3o')  Mi  = R?/  gp  = (P'-  6'2)  (Ps~  c*)/  c‘)D* 


Posons 

et 

il  vient 


r-  — a2  = ( p2  — a2  )(!  + «) 


_ A2  _ p2 — a2 
C2  p2 — c2  ’ 


A2  p2 — «2 
* J32  p2 — b-1 


(231) 


(23i/) 


r2 — 6 2 6ï2  — b 2 1 -t-  Ix 

— ■ = l + x+  — — 9 


D2  __  (1  x)  (1  -h  sx)  (1  -+-  tx)  _ A2  . 
(p2 — a2)3  — si  st  ’ 

13  JL  _ 1 / st  r™  dx 

3 ~~  2 y p2  — a2  J0  (1  -h  æ-  ) A 

__  1 i / /',°°  (1+  s#)  (i  -h  tx)  clx 

Rt S-„  _ 1 / ^ r70 

5 ~ 2 V p2 — a-  JQ  (i- 


dx 


1 1 rr  (±±^1 

2 V *3 


w)(i  + ^)A 
dx 


On  voit  facilement  sous  cette  forme  que  l’équation' (229)  F = o 
n’est  pas  autre  chose  que  l’équation  (s,  £)  = o,  formule  (62'), 
que  nous  avons  étudiée  dans  la  discussion  des  ellipsoïdes  de 
Jacobi, 


A (s,  ^)  = (i  — s — t 


. r°°  'x  dx  r * 

U T--“j[ 


x-  dx 
A3  : 


Pour  le  calcul  numérique  il  faut  développer  les  intégrales  de  F 
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en  séries.  Pour  cela,  posons  dans  les  expressions  (23o) 

p2 — b 2 _ a2 — b% 


p2 — a2 
r- — a2 


et 


X = i — t = i - 


p2 — a2  p2 — 62 


Les  limites  deviennent  o et  i , on  a 


r dr 
r2 — a2 

r2  — b2 


__  dz 


-a- — 62_(p2 — b 2)  ^ ' -4-  X^, 

•h  (a2  — c2), 


D.s3  = y/p2  — a2  \Jp2 — è2  A, 

formules  où  l’on  a 

A = \J  i — — ^2)  vV2 — c2+  (a2 — c2)z2. 

Les  formules  (23o)  se  transforment  alors  dans  les  expressions 
simples  suivantes,  qui  correspondent  à celles  de  Liapounoff  : 


(232) 


Ri  Si 


-=V,-X/Îxî’  ^ = 


1 z'  dz 
A3 


En  les  développant  suivant  les  puissances  de  X,  on  obtient 
[ Ri  Si  D 


(233) 


i , i.3  1.3.5 

— #0  ■+*  ~ ^ l X H 7 X“  “H  ~r~r  ^3  X3 

3 p2  — a2  2 2.4  2.4.6 


R4S 


D _ 3 7 j 3.5  3.5.7  . , , 

— — — 7 — b 0 H-  - X + — b 2 X-  -+-  — — — 63  a3  - 

5 p2— a2  2 2.4  2.4.6 


avec 

«0  = i(p2  — c2)—  i v/(  P2 — a‘2)  (p2 — b2)L  1 ' y C-, 

2 2 yp2 — a2 

è0=  (p2  — c2)  (3a0  — i), 

et  les  formulés  de  récurrence 

(2»+'4)<ïb+i=  (2W+I)aft+  6«, 

^+1=(p2-C2)[(2/l+5)a„+i-(2/l  + 2)fl,1]- 

Si  l’on  fait  maintenant  pour  simplifier  c = o et  a = 1,  il  vient 
d’après  (226) 

«0=£(p-v/?ï= 7l^/^)  = pX!Q!, 

60  = p2(3«0  — O- 
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Ces  valeurs  portées  dans  l’expression  (223)  et  dans  l’équation 
F — o donneront  une  série,  suivant  les  puissances  croissantes  de  X, 
qui  permettra  de  déduire  la  valeur  X,  correspondant  à la  valeur 
approchée  de  p,.  L’expression  F peut  s’écrire 

, «0 — b a 

: . . '"Tût’ 

et  comme /(À)  est  une  fonction  croissante,  la  valeur  approchée  X, 
sera  toujours  comprise  entre  un  nombre  arbitraire  X0<  i et 

b o b, 

AU)  ' 

ce  qui  permet  de  déterminer  rapidement  la  racine  X ( , qui  donnera 
ensuite  b\  : 

«2 — b 2 i — b'  Jst  a2 — Xp2  _ i — Xp3 
A ~ “ ?2_62’  b~  ~ i — X “ i — X 

Remarque  /.  — On  aurait  pu  obtenir  les  formules  (282)  en 
posant  dans  les  formules  (23 1) 

;>  1 et  / ~ 1 t 

— 1 — f-  x ‘ — ’ 

et  remplaçants  par  sa  valeur  en  p2.  On  voit  ainsi  qu’on  a développé 
simplement  les  intégrales  de  l’équation  tp(s,^)  = o suivant  les 
puissances  croissantes  de  1 t < 1. 

Remarque  II.  Liapounoff,  qui  a donné  ce  développement, 
écrivait  dans  sa  notation 


Ri  Si  1 , 


= 5 E*.‘F*>*  ^hfiwŸ  m = ^ + q){t+ 


R*  S*  1 


dt 


(;  w<..wo 


11  pose  ensuite 


APPELL.  — IV. 


et  X : 


p-hq 
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et  il  obtient  les  expressions  (282)  sous  la  forme 

1 /p-+-g  _ r ' 

V P */0  \/ 1 — M1 — Z2)\/p-+-Z2 

— -»■ 

V P ^ [1—  X(ï-^)p(p-h^)a 


(234) 


Détermina  Lion  des  valeurs  exactes  de  p et  b.  — Ces  valeurs 
approchées  p i et  h 1 sont  portées  dans  la  seconde  équation  de  con- 
dition 

Ht  S.i  R/c  S*_  = RA  __  R„S»  > 

1 3 2 n -r- 1 


(235) 


Nous  pouvons  écrire  ici  Rw  et  Sn  parce  qu’il  n’j  a qu’une  seule 
fonction  R d’ordre  n qui  convienne. 

Ces  valeurs  de  p et  b ne  vérifieront  pas  exactement  cette  équation 
et  donneront  G >>  o par  exemple.  On  essaiera  une  autre  valeur  voi- 
sine p2  qui  donne  G<o,  après  avoir  déterminé  la  valeur  corres- 
pondante b 2 au  moyen  du  calcul  précédent.  On  aura  alors  pour  la 
valeur  exacte  p1  <T  p <T  p2  sipi<Cp2*  On  pourra  ensuite  recom- 
mencer les  calculs  et  resserrer  autant  qu’on  voudra  les  limites  entre 
lesquelles  se  trouve  comprise  la  valeur  exacte. 

L’expression  G (235)  a été  appelée  par  Poincaré  coefficient  de 
stabilité  de  l’ordre  n.  Nous  en  verrons  la  raison  au  chapitre 
suivant  : 

En  transformant  la  fonction  de  Lamé  de  seconde  espèce  S,,, 
Liapounoff  arrive  à écrire  l’expression  G sous  la  forme 


(236) 

pj 


D Ræ  S 1 _ T _ D /RjSï  _ ç 
3 ' p \ 3 


ü j 1\  S 

où  (C  joue  le  même  rôle  que  - 3 ma^s  l’expression  qu’il  donne 

pour  J est  extrêmement  compliquée  et  conduit  à des  calculs  très 
laborieux. 

M.  P.  Humbert  arrive  à des  formules  plus  simples.  L’expres- 
sion G peut  s’écrire  alors 

037)  - & = jRS^S^iDP'H-  P)  = R2DP'(!^  + ïîjp}  = 
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Si  l’on  pose 

(238)  H - DP  = K(P2)H-  r K(a®)  = K<>*)  + ^ K(i), 

on  obtient 


(23g) 


RnSn 


P " \D  H / pJ  ’ 


D*=  (p~  «2)(P2—  *2)(p2—  c"-)  = ?(p  + ?)(p  + i), 


les  dérivées  élant  prises  par  rapport  à p-,  ou  par  rapport  à p dans 
la  notation  de  Liapounoff. 

L’expression  R,*  Sn  est  exprimée  au  moyen  de  la  seule  fonction  H, 
qui  exprime  la  valeur  de  l’intégrale  S7i  pour  la  valeur  particulière 
correspondant  aux  ellipsoïdes  critiques  de  Jacobi. 

La  fonction  K dans  H peut  d’ailleurs  s’écrire 


(240) 


K(p*).=y  D— 

^a;  P“- 


■ lV'2(a?y 


où  R'(aj)  est  la  dérivée  deR/?  par  rapport  à p-,  où  l’on  a fait  ensuite 
p-  — a,;.  Pour  n pair,  n — ik,  on  a 


(241) 

et 


R»=?  (p2—  ai)(p'—  a2)-  • • (p 


-«*) 


R«=  V/p2—  c2(p2—  «0(p2  -a2).  . . (p2—  a*), 


pour  /i  impair,  n = 2/r  -f-  1,  où  l’on  peut  faire  c = o. 
On  aura  alors 


(242) 


[ H V /c  1 1 1 X?  k 1 1 

I P2 — R/2(«i)  ‘2  jLJai  I — az  L 2 ( a i ) 

p2_4_  2 — 3 az-  1 

j 2dai  2(p2—  a,)  (1  — a,).  iV2(aj)  ’ 

f H'  = — V"* î 

^ai  (p2— «z)2  R'2(ai) 


Il  suffira  donc  de  déterminer  les  racines  or*  de  R„  pour  obtenir  ÏI 
et  la  valeur  correspondante  de  S«. 

Remarque . — Liapounoff  et  M.  P.  Humbert  donnent  des  for- 
mules différentes  pour  le  cas  de  n pair  ou  impair.  Mais  les  exprès- 
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sions  plus  compliquées  données  par  M.  P.  Humbert  pour  ra  impair 
peuvent  s’écrire  simplement 


(240') 
en  posant 


a i «/T'? (af) 


R n = \Zp~  — C2(P2—  a0-  • • (?2—  a/c)  — \J p2  — c2 T 7l_i . 

On  obtient  alors,  en  prenant  les  dériyées  par  rapport  à p2 

R'  — — ----- - T-f-  i/pa— çsT7; 

2 \Jp2 — c2 

en  faisant  ensuite  p2  = a/  et  c = o,  il  vient 

T — o et  a 1 T'2  (a/)  ==  R'2  (oq). 

La  formule  (240')  est  bien  donnée  par  la  formule  générale  (240). 


F igure piriforme  ou  ovoïde  n — 3.  — On  a,  en  faisant  c = o, 

R = [/p2 — c2  ( p2 — a)  ==  p(p2 — a). 

L’équation  différentielle  qui  détermine  R peut  s’écrire,  H étant 
ici  une  constante, 

('243)  A^(A5)==^R”+AA'R'=[»(»  + I)p^+HJR, 

avec 

(244)  A=J,  D2  = (p!  — a2)(p2—  *2)(p2_  C2)  = pî(p2—  «2)(p2— 62), 
A2=(p2-a2)(p2-  b'-),  AA'=  I(A*)'=ap»-(a*+6*)p. 

On  a 

R'=  3p2 — a,  R"=6p. 

Ces  valeurs  doivent  vérifier  identiquement  l’équation  différen- 
tielle ci-dessus  quel  que  soit  p.  En  égalant  à zéro  les  coefficients 
de  p2  et  le  terme  constant,  on  obtient 

H = 10a  — 9(a’2-h  b 2),  — aE  = a(a2-r-  b 2)  -b6a2&2, 


d’où  l’équation  qui  donne  a 

(245)  5a2 — 4(«2-r-  ù2)a  -+-  3a2b2  = o. 
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On  peut  obtenir  plus  simplement  cette  expression  en  remar- 
quant que  l’expression  (221)  du  numéro  précédent,  qui  donne  la 
valeur  de  la  déformation  Ç de  l’ellipsoïde,  est  un  produit  de  Lamé, 
qui  doit  vérifier  l’équation  de  Laplace  A Y ==  o 


(246) 


V = — , = 

AV 


ç.  _ ,/_ïî_  . _z!_  , _£!_  _ A 

/ “ \ol  — a2  ^ a — b**  a — c2  /’ 

= 2 z( H l—j~;  4 — ; \ — O. 

\a  — a-  a.  — b-  a — c- / 


En  annulant  le  crochet,  il  vient 

5 a2  — 2(2  a 2 4-  2 b- -h  c2 ) a -f-  3 a2  4-  62  H-  a2  c2  -h  &2  c2  = o. 

En  faisant  c — o on  retrouve  l’expression  (240)-  En  faisant  enfin 
a — 1 , on  a 

(245')  5 a2 — 4(I'+*  ô2)a  4-  3 b%  == o. 

Cette  expression  donnera  une  valeur  approchée  de  a en  fonc- 
tion de  la  valeur  approchée  b , trouvée  plus  haut. 

On  a ensuite,  en  remarquant  que  l’expression  R'(a)  de  K(p2), 
formule  (240),  est  la  dérivée  de  R par  rapport  à p2,  où  l’on  a fait 
Pa=a) 

3 p2 — a 


d’où 

H = 

On  a donc 


_ t/R  _ c/R 
c/p2  2 p do 


R'2(a)  = a,  K(p2): 


tr 

H 

On  obtient  encore 


:(p2 — a)  2 a(i  — a) 

2(1  — a) 


a(p2— a) 

H'  = — 


a(p2_a)2 


(p2— a>(p2-h  2— 3a) 


(D2)'  _ _ 1 1 

D2  D p2 — a2  p2 — 62 


d’où,  pour  l’expression  qui  donne  RS, 


^8>  é=Dî^  + ^ 


p2  — i ‘ p2 — è2 


4(i  — a) 


(p2 — a)(p24-  2 — -3a)  \ 
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Ges  expressions  portées  dans  (23g)  permettront  de  calculer  une 
première  valeur  de  G,  correspondant  à et  a,. 

Remarque . — • LiapounofF  dans  sa  notation  écrit 

R E = y p 4-  ï ( p -f-  h), 

p- — c 2 ou  p2  est  remplacé  par  p H-  i . Pour  identifier  avec  l’expres- 
sion de  R en  a,  il  faut  remplacer  ici  p par  p2 — i . On  aura 

p - h =z  p~ — i -i-  h = p2 — a,  a — i — h. 

Cette  formule  donne  la  valeur  des  expressions  h de  LiapounofF 
eji  fonction  des  racines  a de  R.  On  obtient  alors 


(249) 


1 4 h. 

p -h  1 ^ (p  + A’)(p  + 3 h) 


C’est  l’expression  donnée  par  LiapounofF  pour  la  fonction  J qui 
remplace  R„  S„,  sauf  qu’il  la  donne  sous  la  forme  compliquée  J au 

lieu  de  celte  forme  plus  simple  -J  • 

Par  des  approximations  successives  il  a obtenu 

o,  i35  i65  <C  p < o,  i35  170, 

0.076908  < q < 0,076913, 

ce  qui  correspond  dans  la  notation  de  Poincaré  à 


1 , i35  i65  < p2  < 1 , 1 35  170 


(**  = 


-?)• 


o , 923  087  < b'1  < o , 928  092 

On  peut  prendre  pour  valeurs  exactes  fr2  — 0,9281  et  pour  les  axes 
p2— i.i352’  p-2 — b-—  0,2121,  p2  — i = o,i352. 

On  en  déduit  au  moyen  de  (245')  la  valeur 

a = 0,5745. 

Les  éléments  de  l’ellipsoïde  de  bifurcation,  qui  conduit  à la 
figure  piriforme,  seront 


s = ^7,  = 0,1189, 


A2 


— o,636i. 


ou,  en  prenant  le  grand  axe  C comme  unité,  les  valeurs  des  deux 
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autres  axes  sont 

^ = o,345i , ^ = 0,4323. 

Cet  ellipsoïde  de  bifurcation  est  déjà  très  allongé,  puisque  l’axe 
de  rotation  n’est  que  le  tiers  du  grand  axe  et  l’axe  moyen  moins  de 
la  moitié  du  même  axe. 

En  introduisant  la  condition  de  Darwin  relative  au  volume, 
ABC  = 1,  les  nombres  de  Liapounoff  donnent,  avec  quatre  déci- 
males exactes, 

A = o,65o7,  B = 0,8100,  G = i,8856. 

Les  calculs  de  Darwin  donnent  les  mêmes  nombres,  qui  ne  dif- 
fèrent que  par  la  quatrième  décimale  dans  C = 1 , 8858 . 

Détermination  du  second  ellipsoïde  de  bifurcation  n=/\, 
— On  a 

(200)  B„=  (p2— a1)(p2— a,). 

Comme  il  n’y  a pas  de  radical,  il  sera  plus  simple  ici  de  prendre 
les  dérivées  par  rapport  à p2.  On  peut  alors  simplifier  l’équation 

différentielle  de  R (243)  en  remplaçant  A par  ? • On  pourra  écrire 

P 

(251)  D = 4D2R"-+-  2(D2)'R'=  (n(n  H-  i)p®-h  H] R, 

les  dérivées  étant  prises  par  rapport  à p2.  Il  vient  alors 

D2  = (p2  ■ — a'2)(p2 — b2)  (p2 — c2)  = p6 — S p4-b  P p2 — Q, 

(D2)'  = 3p4 — 2Sp2~b  P, 

en  posant 

S = a2  -4—  62— f—  c2,  P = a262-h  62c2-f- «2c2,  R = a2b2c2. 

On  a ensuite 

( R7l=  p4— (at-f- a.2)p2-+- aia2=  p4— 5p2H- r, 

(202)  l 

( R'rt=  2 p2— -(<*!-*- a2)  = 1 p2— s,  R"  =2, 
s = ai  H-  a2,  r — ot±  a2. 

L’équation  différentielle  (2.01)  devient 

8(p6_  s p4H-  Pp2_  Q)  4-  2(3  p4—  2Sp2^  P)  (2  P2-  5) 

= (20  p2-f-  II)  (p4 — 5 p2 H-  r). 
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En  annulant  successivement  les  coefficients  de  p*,  p2  et  le  terme 
constant,  on  obtient 

i II  = 14  s — 16  S; 

(253)  < sH  = 2o/* — 4Ss  — 12P, 

( ru  — — 2 P s — 8Q; 

, ( (7S  — 8S)r  = — (P5  + 4Q): 

(953)  \ , 

(7  s2 — 6Ss  =ior — 6 P. 

L’élimination  de  H et  de  r donne  la  valeur  de  s par  une  équation 
du  troisième  degré 

(254)  49s3 — 98  S s2 -b  4(i2S*+i3P)*  -h  8(5  0 — 6PS)  = o. 

Pour  les  calculs  numériques  on  fait  ici  c = o et  a = 1 , d’où 

S = i^62,  P = b\  Q = o; 

(254')  49S3 98(l  -h  b-)s--Jr~  4(l2  -h  37  — r-  12  6*)s 48^2(l  -+*  b'2)  = O. 

Cette  équation  détermine  s , connaissant  b , puis  l une  des  équa- 
tions (253')  détermine  /*.  O11  obtient  ainsi  les  racines  a,  et  a2 
de  R„. 

La  solution  approchée  doit  être  portée  dans  l’expression  G.  Il 
faut  déterminer  R^S/j,  c’est-à-dire  H.  On  a ici  successivement 

R'(ai)  =—  R'(a-2)  = oti  — a2,  R'2(cq)  = (ai—  aa)2=  *2—  4 r, 

K(p5)  =(a,-a5)*-  + 9*=^)  = (*i  — Ïs)s  JR  ‘ 

On  tire  de  ces  formules  les  valeurs  de  H et  H'(Ry  = 2)  : 

H _ 1 (W  ^ i 

(«JL—  «0*  VR  2 r J’ 

2 R — R'2  ir  2 Ri  2 R — R'2 

“ (ai_a,)îRd  lî  “"R"  2 Rx  R'—  RR  2 ’ 

où  R 1 et  R',  sont  les  valeurs  de  R et  R'  quand  on  y fait  p2  — a2  = 1 : 

Ri  = (i  — «s)(i  — a0j  R'i  = 2 — (ai-f-  ou). 

Dans  la  notation  de  LiapounofF,  on  a 

Rn=(pj+/0(P-L): 
s'  = h { ~ h2  = 1 — 3i  H-  1 — a2  = R', , 
r'  = h\h2  — (i  — at)  ( 1 — ou)  = Rj. 


(245) 
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On  obtient  alors  la  formule  ci-dessus  de  II,  où  Rf  et  Rd  sont  rem- 
placés par  r et  s' . 

Le  signe  de  G permettra  de  déterminer  une  aulre  valeur  p2  de  p 
de  manière  à avoir  p f <T  p <1  po  et  ainsi  de  suite.  On  calculera  de 

même  des  valeurs  de  plus  en  plus  approchées  de  6,  de  s et  de  r. 

LiapounôfF  trouve  ainsi,  avec  ses  notations, 

0,0709  <p  <0,0710,  1 , i534o  < s'<  1 , iô343, 

0,02355  < q < 0,02362,  0,23702  < r'<  0,23705. 

Nous  pouvons  prendre  les  valeurs 

p _=  0,0710,  q — 0,0236,  s’  =1,1 534,  r'  = 0,2370. 


On  obtient,  avec  les  notations  de  Poincaré, 


b-=ï  — q = 0,9764, 


p2 — 1 = 0,0710, 

ccj  -+-  a. 2 = 0,8466, 

aj  = 0,1142, 


p2  — j ,0710, 
p2 — b 2 = 0,0946, 
ax  a,  = o,o836, 
a2  = 0,7324. 


On  a alors,  pour  les  axes  de  l’ellipsoïde  de  bifurcation  rapportés 
au  grand  axe, 

A _ B 

•çC  = 0,2075,  ^ = 0,2970. 


Le  petit  axe  n’est  que  le  quart  du  grand  axe  et  l’axe  moyen  n’en 
est  que  les  trois  dixièmes. 

Remarque.  — L’expression  différentielle  (25 1 ) qui  détermineR 
peut  s’écrire,  si  l’on  fait  p2  — a,-,  d’où  R = o,  les  dérivées  étant 
prises  par  rapport  à p2, 

D'  (OCjr)  t R"(a*)  _ 


(256) 


2D2R"-h  (D2)'R’  = o, 


D(«i)  R’  (aî) 


et  l’on  aura  autant  d’équations  que  de  racines  a dans  R pour  les 
déterminer,  c’est-à-dire  k.  On  voit  facilement  que  l’expression  ci- 
dessus  peut  s’écrire  pour  n pair,  n = 2/r, 


(257) 


oci — a 2 


a,j  = <xk 


où  j prend  toutes  les  valeurs  de  1 à A-,  sauf  a,;. 
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Pour  n impair,  n — 2/c  -h  1 , en  mettant  R sous  la  forme 


R/i  = v/p-— c2(p2— a0  - • • (p2— a/.-)  ==  y/p2 — c~ T/i— 1 

et  dérivant  par  rapport  à p-,  on  obtient 

R'=  1 T -y-  ^p2  — c2T'. 

2 y' p2 — c2 

R"  = ^ T + 1 — T;-t-  v/p^c^T". 

4(p2-c2f  v/p2-c2 

En  faisant  alors  p2  = d’où  T = o,  il  vient 

R> i)  _ 1 , T'(a,) 

R'  (aj)  a j — c2  ‘ T' (a*) 

et  l’expression  (266)  peut  s’écrire 


On  voit  facilement  que  toutes  les  expressions  calculées  sont  de 
cette  forme. 

Calcul  de  F ellipsoïde  critique  n — 5.  — On  a 

R/i^  vY2 — c2(p2—  aj)(p2—  a2)  = p(p2—  aj)(p2—  a2). 

Les  équations  qui  déterminent  et  a2  sont  alors 

1 1 3 4 

-p-  — h H = o, 

ax — a 2 aj — 0 2 ax — c2  ax — a2 

1 1 3 _ 4 _ 

a2 — a-  a2 — ô2  ' a2 — c2  * a2 — ax 

où  l’on  fera  c — o et  a — 1 . 

La  dérivée  de  R par  rapport  à p2,  où  l’on  fait  p2=  ai,  donne 

R'2(a/)  — (a^ — c-  ) T'2(ai)  = (a,: — c2)  (ax  — a2)2. 

On  peut  faire  maintenant  c = o,  on  a 


R'2(ai)  = ax ( ax  — a2)2,  R'2(a2)  = a,(ax — a2)2. 


k(?2)=  j — - — -T— — 2 — . + -t-4 — -A- 

(al a2)2  Lal(p2  al)  (p2 a2>  J 


( 258) 


CHAPITRE  VII.  — FIGURES  D’ÉQUILIBRE  VOISINES  DES  ELLIPSOÏDES.  219 

On  déduira  de  là  H et  IF,  puis  R/zS/t.  En  repassant  aux  notations 
de  Liapounoff  on  retrouve  les  expressions  données  par  M.  P.  Hum- 
bert. On  en  déduit  les  valeurs 


(259) 

p2=  1,0290, 

è2 

= 0:99^3, 

(260) 

= 0,4539, 

a2 

= o,6545, 

(261) 

Q = 0,  *(>78, 

B 

G 

= 0,1810. 

Le  grand  axe  est  plus  de  six  fois  plus  grand  que  les  deux  autres. 
L’ellipsoïde  critique  est  très  allongé. 

Pour  V ellipsoïde  critique  n — 6,  on  a 

( 262 ) R n . = ( p2  — oci  ) ( p2  ■ — a2  ) ( p2  _ a 3 ), 

(263)  — , ■+■ î-n  -4-  — — H i- 1 i—  = o 

ai  — a 2 ax — b-  ai — c 1 ai — a2  aL — a3 


et  deux  équations  analogues  pour  a2  et  a2.  On  a ensuite 

( 264)  R = (p2— a.i)(p2— a.>)-h(p2— a.2)(p2  — a3)  +( p2  — ) ) p2  — a3 ), 

(265)  K(p*)=  — — - — , ^ 

p2— ai  (ai  — a2)2(ai— a3)2 


p2— a2  (a2  — ai)2(a2— a3)2  p'2— a3  (a3  — a^2 (a3  — a2)2  ; 

On  forme  H puis  RS  et  l’on  obtient 

p2=  1,020,  62=  0,9976, 

(266)  aj  = 0,080,  a,  = 0,423,  a8  = 0,869. 

A . B 

^ = 0,140,  ç ==  o,  1 48 . 


Les  valeurs  des  axes  A et  R sont  presque  les  mêmes  et  l’ellip- 
soïde est  très  voisin  d’un  ellipsoïde  de  révolution  allongé. 

Remarque.  — M.  M.  Orlow,  dans  un  Mémoire  présenté  à 
l’Académie  de  l’Ukraine,  donne  des  formules  de  calcul  plus  rapides 
en  appliquant  la  méthode  et  les  notations  de  Liapounoff.  Il  calcule 
les  p2  pour  les  ellipsoïdes  n — 5,  6 et  7,  mais  trouve  des  valeurs 
assez  différentes  de  celles  de  M.  P.  Humbert  : i,o443  pour  n — 5 
et  1 ,o3o5  pour  n — 6,  enfin  1 , 0224  pour  n = 7.  Il  a déterminé  en 
même  temps,  pour  ces  trois  valeurs  de  n,  la  forme  des  ellipsoïdes 
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critiques  et  des  figures  de  bifurcation.  Elles  sont  données  dans  les 
figures  44,  a,  b,  c,  d. 

84.  Détermination  de  la  forme  des  figures  dérivées.  — Les 
dimensions  et  les  éléments  des  ellipsoïdes  critiques  étant  déter- 
minés, l’épaisseur  de  la  couche  de  déformation  infiniment  petite 
sera  donnée  en  chaque  point  par  la  formule  générale 

(267)  r = e'ZM*N*=±  e/R/cM*N*. 

I et  les  fonctions  de  Lamé  prennent  les  valeurs  qu’elles  ont  sur 
l’ellipsoïde  critique  de  coordonnées  x, y,  z . On  a pour  l 


(268)  îï  = ï*  + 


y 


y1 


P A4  B4  G4  (p 2— a*)?  (p2  — ù2)2  (p*__  cs)s' 

A,  B,  G étant  les  axes  de  l’ellipsoïde  critique. 

Pour  la  figure  piriforme  n — 3,  on  a 

(269)  Ç=elz( — - — - -4 ■— - + — — %—  i). 

v ' \ a — a 2 a — b-  a — c-  / 

Si  l’on  désigne  par  X,  Y,  Z les  coordonnées  d’un  point  de  la 
figure  de  déformation,  on  peut  écrire 


(270) 


£2  — (X  — (Y  — yp-^-  (7a  — .s)2, 

X = x -b  — X,  Y = y + Z — z - 


Liapounoff  écrit  aussi,  en  introduisant  les  angles  <9  et 

| X ==  y 1 + Ç A cos  9 cos  d», 

(271)  < Y =VI  + C B cos 9 sin&>, 

[ Z = \]  1 -+-  £ G sinç. 

Considérons  la  section  de  la  figure  par  le  plan  xz,  où  y — o,  et 
tenons  compte  de  l’équation  de  l’ellipsoïde  pour  éliminer  x,  on 
obtient 

, N A2  ( A2\  £2  a? — c2  z2 

(272)  T =I-(I-c?jc5=I“  ~U~  C=’ 

la  seconde  forme  étant  obtenue  en  remarquant  que  l’on  a 


G2  — A2  = ( p2  — c-)  — ( p2  — a2)  = a2— e2. 
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En  désignant  par  E la  forme  quadratique  dans  Ç,  on  peut  de 
même  écrire  dans  le  plan  xz 

A2 


_L_V 

\ a — c2  G2  a — a2  / 


En  remplaçant  A2  par  son  expression  en  C2,  on  a 

A"  — f—  6i2  = p 2 = G2  — t—  c2, 

( 273 ) E = £^(^“2=4 

a — a- \ a — c2  p2 — c- ) 

Les  points  nodaux  de  l’intersection  de  la  surface  de  l’ellipsoïde 
et  de  la  figure  de  déformation,  pour  lesquels  on  a £=o,  sont 
déterminés  parles  valeurs 

z — o et  E = o, 

c’est-à-dire 


(274) 


: - ± P \/*, 


en  passant  aux  notations  simplifiées,  c — o et  a — i . 

Si  l’on  considère  la  section  de  la  figure  parle  planés,  ou  x ==  o, 
il  suffira  de  changer  a en  b dans  les  formules  précédentes.  Les 
points  nodaux  seront  déterminés  par  l’équation 


(275) 


b 2- 


Remarque . — Pour  les  autres  figures  d’équilibre  il  y aura  dans  £ 
autant  d’expressions  E que  de  racines  a dans  R*  et  autant  de  points 
nodaux  correspondants  et  donnés  par  les  mêmes  formules  que  ci- 
dessus.  Les  rapports  des  z de  deux  points  nodaux  correspondant 
au  même  a seront  donnés,  d’après  (274)  et  (275),  par 


(276) 


b-  — c- 


Ces  valeurs  tendent  l’une  vers  l’autre  à mesure  que  n augmente 
car  l’ellipsoïde  critique  s’allonge  de  plus  en  plus  et  b tend  vers  a. 

Si  l’on  porte  les  valeurs  de  l et  de  E dans  la  formule  (269),  la 
valeur  de  Ç s’écrira 


v/G4 — ( 


A &z  ( 

— (a2 — c2)^2  \ 


-c-  p2- 


»)• 


(277) 
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Désignons  par  la  valeur  de  Ç à l’extrémité  du  grand  axe.  où 
= C,  on  aura 


^/C4  — ( a-  — c2  ) G-  = G \/ C- — a2 -f-  c-  = AC. 


(278) 


: _ c P2(p‘2  — 


a — c2  a 

En  introduisant  cette  valeur  de  Ç0  dans  Ç au  lieu  de  sr  on  a 

As  y — c2  / «2— c2  ^2  \ 

1279  “ 1/C4  — (a2  — c2)z2  a~  a'2  \ a~c2  P2- CV* 


Il  suffit  de  remplacer  a par  b pour  obtenir  la  valeur  de  Ç corres- 
pondant à la  section  par  le  plan  yz,  ou  x — o. 

En  faisant  maintenant 


A ==  v/p2  — 1, 


on  a l’expression  simple  qui  exprime  Ç en  fonction  de  £ et  des 
valeurs  de  p et  de  a déterminées  précédemment 


(280)  r = ç0 


vV2 — 1 -O2  — «p2) 


v/p2— I 


ap2) 


p2(i— a)  y/p: 


p2(l a)  y/p4_ 


Les  intersections  des  deux  surfaces  sont  données  par  les  valeurs 
de  z qui  annulent  Ç.  Il  y a intersection  dans  le  plan  médian 
pour  z — o.  Il  y a deux  autres  intersections,  suivant  deux  courbes 
gauches  entourant  le  grand  axe  et  comprises  entre  les  abscisses 


P =±V«  = 0.7579: 


z—^=  °:789° 


qui  déterminent  les  points  nodaux  des  intersections  (fi g-  42)- 
La  dérivée  des  expressions  en  z de  Ç est 


- 3 p4  s2  -h  c 


(p4 — z2)2 

expressions  qui  s’annulent  pour  les  valeurs 


è4z4 — 3 b-  p4z2-f-  apfi 

_ , 

(p4 — 62z2)2 


— = dz  0,4882 
P 


= — ^ = zh  o.  5o8i . 
P ù 
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et  l’on  a,  pour  la  valeur  correspondante  de  Ç, 

T 

Cm  — o j 1498  <sô  ? Cm  — ~r  = 0,1559^0- 

Si  l’on  lait  croître  z de  o à C,  la  valeur  de  z,  d’abord  négative, 
passe  par  un  minimum  égal  à £m  pour  zm  dans  le  plan  xz  et  égal 
à Cm  pour  zm  dans  le  plan  yz.  Ensuite  C croît,  s’annule  pour  la 
valeur  zK  dans  le  plan  xz  et  pour  la  valeur  z2  dans  le  plan  yz, 
puis  croît  jusqu’à  la  valeur  Ç0. 

Quand  on  fait  varier  z de  o à — C,  C reprend  les  mêmes  valeurs 


Fig.  4a. 


avec  le  signe  contraire.  Il  a un  maximum  Cm  et  la  valeur  limite  — Ç„. 
Les  courbes  de  la  figure  42  représentent  ces  variations.  Le  poin- 
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tillé  représente  la  section  de  l’ellipsoïde  ( voir  aussi  fig.  4o  bis, 
n°  82). 


Limite  de  la  déformation.  — La  longueur  Çest  reportée  sur  la 
normale  à l’ellipsoïde  et  représente  l’épaisseur  de  la  masse  addi- 
tionnelle, positive  ou  négative,  qui  donne  la  figure  de  déformation. 

On  considère  Ç comme  infiniment  petit  et  l’on  a des  cylindres 
élémentaires  de  hauteur  Ç et  de  base  da  reportés  sur  la  surface  de 
l’ellipsoïde.  Darwin  avait  déjà  remarqué  que  la  déformation  devait 
rester  infiniment  petite  pour  l’application  rigoureuse  de  la  for- 
mule (269)  et  il  avait  calculé  la  déformation  en  seconde  approxi- 
mation. Quand  Ç est  négatif  et  pris  à l’intérieur  de  l’ellipsoïde,  les 
cylindres  élémentaires  tendent  à devenir  des  cônes.  Au  sommet  du 
grand  axe  par  exemple,  où  l’on  a £ = — Ç0,  les  cylindres  sont 
devenus  des  cônes  quand  Ç0  a atteint  la  valeur  du  rayon  de  cour- 
bure en  ce  point.  On  peut  admettre  que  la  formule  générale  est 
encore  applicable  jusque-là,  comme  première  approximation,  mais 
on  ne  peut  pas  donner  à £0  des  valeurs  plus  grandes,  car  les  volumes 
élémentaires  ne  seraient  plus  exactement  définis.  Il  n’est  même  pas 
nécessaire  que  la  figure  ait  un  rentrant. 

Les  rayons  de  courbure  principaux  en  ce  point  sont  ^ et 
on  doit  donc  avoir 


r > bl  - e! 


! < 


So,ii9. 


Ainsi  la  déformation  maximum  à l’extrémité  du  grand  axe  11e 
devra  pas  dépasser  les  ^ du  grand  axe. 

Les  maximum  et  minimum  de  Ç correspondants  seront  dans  les 
deux  plans  de  coordonnées 

Xsm=  0,0178  et  o, oi85. 

En  calculant  Ç pour  différentes  valeurs  de  z on  obtient  le  tableau 
suivant  dans  le  plan  xz.  La  première  ligne  donne  les  valeurs  de  z 
en  prenant  le  grand  axe  comme  unité.  La  seconde  ligne  donne  les 
valeurs  correspondantes  de  Ç en  prenant  Ç0  comme  unité.  Enfin  la 
troisième  donne  les  valeurs  de  Ç en  prenant  le  grand  axe  comme 
unité  et  en  donnant  à Ç0  sa  valeur  maximum  à la  limite  de  défor- 
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mation  0,119  • 


Z 

— —0,2 
P 

0,4 

0,6 

0,8 

1,0 

£ =0,088. 

0,145 

0,126 

0,064 

— i 

Ç , 

- == 0,0100 
0 

<M 

l'N 

c 

0 

o,oi5o 

°,o°77 

0,119 

Les  courbes  de  la  figure  représentent  à peu  près  les  courbes 
dans  le  cas  de  la  limite  de  déformations 

Dans  le  calcul  que  Darwin  a fait  des  valeurs  de  Ç en  seconde 
approximation,  non  seulement  les  valeurs  respectives  sont 
modifiées,  mais  les  positions  des  points  nodaux  sont  également 
déplacées.  La  valeur  absolue  de  — £0  est  plus  petite  que  celle  de  Ç0 
(fig-  4°  ter,  n°  82). 


Seconde  figure  de  bifurcation  pour  n — 4.  — La  valeur  de  Ç 
contient  deux  expressions  E : 


Ç = 


y1 


= 1 - 
\oti — a-  ai — b- 

X (pL  - 
\ a2 


1 = 


-aï  a2 — è2 

AG* 


4 

— — ) = il  EiE,; 
a2 — c2  / 


p2  vV 


y/C4 — (a2 — c2)z2  y/  p4 — ^2 


Les  expressions  E peuvent  s’écrire,  pour  la.  section  y — o du 
plan  xz, 

^ _ p2 — a-i  / a2 — c2  .z2  V _ p2 — <xi  z% — ai  p2 

1 a! — a2  \ ai — c2  p2 — c2/  1 — ai  p2 


On  a dans  la  seconde  expression  introduit  les  simplifications  ordi- 
naires. L’expression  correspondante  E2  s’écrirait  en  remplaçant 
par  a2. 

Pour  obtenir  les  expressions  correspondant  au  plan  yz%  il  suffit 
de  remplacer  a par  b.  Alors  dans  l’expression  simplifiée,  z est 
remplacé  par  b2 z 2 et  1 — at  par  b'2  — at. 

La  valeur  de  la  déformation  dans  le  plan  xz  sera  donc  donnée 
par 

r = 6 V^P2— 1 P2~  a*  p2— a2  (s2— alP2)(*2— «2pa)_ 

ai  a2  P2  I — ai  I — a2  y/p*— *2 
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Au  point  z — G,  on  a £ = p et  Ç = Ç0 

£o  = 3^-(p2— a0(p2— a2), 

r=_Ço  y/p2—  i (-s2— a1p2)(^2— a2p2) 

- p s (i—  aO(i  — a2)  v/p4_  *2 

Quand  ^ varie  de  o à C,  Ç s’annule  deux  fois  et  change  de  signe. 

Sur  la  section  xz , ces  valeurs  où  les  deux  figures  se  coupent 
sont  définies  par 


= ± V = O j 3379, 


: *=  ± y/a2  = o, 8009. 


Sur  la  section  yz  on  aura 


z\  s[*[  9/  c 

-q  = + = o,34i6, 


± = 0,865-2. 


Il  y aura  de  plus  maximum  ou  minimum  pour  les  valeurs  de  z qui 
annulent 

r_C.  vfo-i  • 

p3  (1  — a4)(i  — a.2) 

^ aia.2o4 — 2(a4 a2)pc-i-  (4p2  + a4-h  a2)p2^2—  '3^4 

(p*— £2)2 

On  a Ç'  = o pour  5 = 0 et  pour  la  racine  plus  petite  que  1 du  tri- 
nôme en  z~.  On  a alors  pour  cette  valeur  et  la  valeur  correspon- 
dante de  Ç 

=±  0,6826,  Ç/«  = o,  i354Ç0- 

La  valeur  de  Ç de  la  section  médiane  £ = o est  donnée  par 


r -r  aig2 

; *°  P (1- «0(1-0.) 


0,0908^0- 


Elle  est  environ  dix  fois  plus  faible  que  la  variation  suivant  le 
grand  axe. 

On  aura  deux  figures  différentes  suivant  le  signe  de  £0>  c’est-à- 
dire  suivant  le  sens  de  la  déformation  aux  extrémités  du  grand  axe. 
Le  signe  et  le  sens  de  la  déformation  sont  les  mêmes  d’ailleurs  à la 
partie  moyenne  qu’aux  extrémités. 
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Pour  Ç0  >0,  on  a la  surface  de  Poincaré  positive  ( fig.  43). 
L’ellipsoïde  s’allonge  aux  deux  extrémités  du  grand  axe,  se  renfle 
en  un  bourrelet  autour  de  la  section  moyenne,  comprenant  le 
petit  axe  et  l’axe  moyen.  Il  y a deux  dépressions  entre  ces  trois 
rendements,  entre  z,  et  z2  et  entre  z\  et  zf 


Fig.  43-. 


I 


Section  par  le  plan  des  xy. 

Pour  £o  <C  o,  on  obtient  la  surface  de  Poincaré  négative 
{fig.  44)*  Il  y a une  dépression  aux  deux  extrémités  du  grand  axe 
et  un  autre  étranglement  circulaire  autour  de  la  région  moyenne. 
La  figure  d’équilibre  prend  la  forme  d’une  haltère  avec  deux 
rendements  aux  extrémités.  La  dépression  aux  extrémités  du 
grand  axe  est  alors  limitée  par  la  longueur  du  rayon  de  courbure, 
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comme  dans  la  figure  piriforme.  On  aura 

ïo<  ^ = £!z2,  — < o,o683. 

L p p - 

Cette  dépression  ne  peut  pas  atteindre  les  ^ du  grand  axe. 
Fig.  44. 


I 


Pour  la  figure  de  Poincaré  positive  au  contraire,  il  n’y  a pas  de 
limitation  théorique  aux  deux  étranglements  circulaires,  du  moins 
en  considérant  la  valeur  donnée  pour  £ comme  une  première 
approximation,  qui  pourrait  être  assez  différente  de  la  valeur  de  £ 
en  réalité  ou  en  seconde  approximation,  comme  pour  la  figure 
piriforme. 

Les  étranglements  détermineront  la  rupture  et  la  formation  de 
deux  satellites,  quand  la  courbe  de  dépression  entre  z{  et  z2  sera 
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tangente  au  grand  axe.  Gela  aura  lieu  quand  on  aura 


La  première  condition  donne 

Ço (i?2—  a2p2)Q2—  a2  p2) 

P2(i  — ai)(i  — a2)  p4 — £2 


— Ç/=  A*==  p2  — 1, 
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La  seconde  condition,  en  tenant  compte  de  la  première,  se  réduit  à 

dÇl 

— - = o,  z 4 — 2p4^2-t- (ax+ a2)p4 — ai  a2  p2  = o. 


Il  j a une  valeur  de  z plus  petite  que  i qui  convient  seule.  En 
la  portant  dans  la  formule  ci-dessus,  elle  donne  la  valeur  limite 
de  Ç0*  On  obtient  4 

^=±0,7084,  =1,373. 

Pour  qu’il  y ait  rupture,  il  faudrait  que  l’allongement  à l’extré- 
mité du  grand  axe  dépasse  la  valeur  du  grand  axe  lui-même  de 
plus  d’un  tiers.  La  déformation  serait  trop  considérable  et  ceci 
montre  que,  même  dans  le  cas  de  la  figure  positive,  on  ne  peut 
donner  à £0  que  des  valeurs  très  petites  pour  rester  au  voisinage 
de  la  réalité.  Le  maximum  de  Ç dans  le  renflement  de  la  partie 
médiane  serait  alors  £m=o,9o8Ç0  ou  0,1247. 

En  donnant  à z différentes  valeurs  entre  o et  G on  obtient  les 
valeurs  correspondantes  de  Ç qui  permettent  de  construire  la 
courbe  dans  le  plan  xz  : 


G ~ °’° 

0,2 

o,4 

0,6 

0,8 

°>9' 

1 ?o 

K 

fi,  “ 0,091 

0,007 

0,029 

0, 122 

01 

CO 

0 

0 

0,120 

1 j° 

- = 0,006 
P 

o,oo38 

0,0021 

0,008l 

o,oo55 

0,0079 

0,066 

ç , 

- =0,125 
P 

0 , 078 

0,043 

0,167 

0, 1 14 

0,164 

1,373 

La  première  ligne  donne  la  valeur  de  z , la  seconde  celle  de  Ç par 
rapport  à Ç0,  la  troisième  celle  de  Ç pour  la  valeur  limite  de  £0  dans 
la  figure  négative  et  la  quatrième  celle  de  t pour  la  valeur  limite 
de  Ç0  dans  la  figure  positive.  Les  zéros  de  Ç ont  lieu  pour  zK  = o,338 
et  z2  = o,856.  Les  courbes  des  figures  43  et  44  représentent  à peu 
près  les  sections  pour  les  valeurs  de  la  troisième  ligne,  c’est-à-dire 
la  limite  de  la  figure  négative.  On  voit  par  la  dernière  ligne  que 
l’allongement  considérable  de  la  figure  positive  a lieu  surtout  pour 
les  valeurs  extrêmes  de  z entre  0,9  et  1 . 
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Les  calculs  numériques  des  ellipsoïdes  critiques  de  révolution 
se  font  plus  simplement  et  plus  rapidement  que  ceux  relatifs  aux 
ellipsoïdes  à trois  axes.  Il  suffit  d’employer  les  formules  analogues 
à celles  qui  nous  ont  donné  la  solution  approchée,  en  considérant 
les  ellipsoïdes  à trois  axes  comme  des  ellipsoïdes  de  révolution 
allongés. 

Nous  avons  remplacé  la  condition 

Ri  Si  __  R k S* 

3 2 11  — |—  i 


par 


X|Q  ] = X„Q, 


Ici  nous  avons  en  général 


7/  , x-  dn+P  ( i -H-  s2  )n 

R/t  — X;i—  h(i  -h  s-)*  dsn+p  1 


où  l’on  doit  faire  dans  le  résultat 


ou  bien,  avec  les  notations  simplifiées, 

s = \/p2  — i,  i + s2  = p2. 

Nous  aurons  donc  en  somme 


X|  Q]  = XftQft, 


p dp 

(XrÿD 


où  n H-  p doit  être  pair. 

Pour  n = 3 et  p = 3,  on  a trois  méridiens  symétriques  d’inter- 
section de  la  figure  infiniment  voisine  avec  l’ellipsoïde.  On  obtient 
une  figure  qui  partage  l’ellipsoïde  en  six  fuseaux,  formant  alterna- 
tivement des  dépressions  et  des  renflements  d’un  pôle  à l’autre, 
comme  les  côtes  d’un  melon.  Il  est  curieux  de  retrouver  sur  le 
globe  terrestre  la  trace  des  mêmes  déformations  : les  dépressions 
nord-sud  de  l’océan  Pacifique,  de  l’océan  Atlantique,  de  l’océan 
Indien  avec  la  mer  Caspienne,  les  renflements  de  l’Amérique,  de 
l’Europe  et  de  l’Afrique,  de  l’Asie  avec  l’Océanie. 

Pour  n — 4 et  p — o,  il  y a intersection  de  deux  figures  suivant 
deux  parallèles  symétriques  par  rapport  à l’équateur.  Quand  on 
aura  déterminé  p par  l’équation  ci-dessus,  ce  qui  donne  le  rapport 
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des  axes  de  l’ellipsoïde  critique,  on  obtient  les  valeurs  de  olk  et  a2 
qui  déterminent  la  position  des  deux  parallèles  d’intersection,  par 
les  mêmes  équations  (253')  déterminées  plus  haut  pour  ri  — Il 
suffît  d’j  faire 

b = c = o,  d’où  P = Q =■  o. 

On  en  déduit 

8 8 

«i+*î^r)  ^«2  = 57  > 

7 3^> 

puis 

Zi  = ± ^/aj  = 0,507,  = ± |/a.2  = 0,941  • 

L’un  des  parallèles  correspondra  au  milieu  de  l’axe  équatorial  et 
l’autre  presque  à l’extrémité  de  cet  axe.  On  obtient  un  renflement 
aux  deux  pôles  et  un  sur  le  cercle  équatorial,  avec  deux  dépres- 
sions circulaires,  symétriques  par  rapport  à l’équateur  et  com- 
prises entre  z\  et  z2.  Les  deux  dépressions  circulaires  en  se 
creusant  pourraient  se  rejoindre,  en  détachant  un  anneau  équa- 
torial, au  lieu  des  deux  satellites  que  donnerait  la  figure  n .=  4 
étudiée  ci-dessus.  Ce  serait  le  cas  de  l’expérience  réalisée  par 
Plateau,  par  la  rotation  d’une  sphère  d’huile  (Jig.  38,  n°  80). 
Mais,  dans  l’expérience  de  Plateau,  il  faut  tenir  compte  de  la  ten- 
sion superficielle.  Ce  sera  l’objet  du  Chapitre  IX. 

Pour  le  cas  n — 2 et  y?  = p qui  détermine  un  autre  ellipsoïde 
de  révolution  voisin,  la  valeur  de  a qui  donne  la  position  du 
parallèle  d’intersection  sera  donnée  par  la  formule 

1 i l 

H TT,  "+"  1 

a — a - a — b-  a — c - 

où  l’on  fera  6 = c = oèta  = i,  ce  qui  donne  pour  l’intersection 


L’ellipsoïde  critique  est  l’ellipsoïde  E0  correspondant  à la  vitesse 
de  rotation  maximum.  Son  intersection  avec  l’ellipsoïde  voisin  se 
fera  sur  le  parallèle  où  l’anomalie  excentrique  l est  donnée  par 

sin2Z=^,  li  = 35°  i5/52". 

Or,  on  peut  voir  qu’il  en  est  de  même  pour  tous  les  ellipsoïdes 
de  révolution,  qui  dériv  ent  d’un  autre  ellipsoïde  de  révolution  par 
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accroissement  ou  diminution  de  l’aplatissement,  c’est-à-dire  pour 
toute  la  série  des  ellipsoïdes  de  Maclaurin.  Les  ellipsoïdes  voisins 
s’articulent  toujours  sur  le  même  parallèle  de  35°i5/52//. 

En  effet,  considérons  un  ellipsoïde  de  révolution,  l’axe  de  rota- 
tion étant  b et  dont  l’aplatissement  varie.  La  conservation  du 
volume  donne 


L’équation  de  l’ellipse  méridienne  donne  de  même  pour  le  pas- 
sage à l’ellipse  infiniment  voisine  la  condition 


ce  qui  donne  pour  la  valeur  de  z du  parallèle  commun 


Pour  un  ellipsoïde  très  peu  aplati  comme  la  Terre,  l’anomalie 
excentrique  se  confond  avec  la  latitude  géographique.  Le  parallèle 
d’articulation  et  de  déformation  sera  donc  celui  de  35°  1 6'.  Il  reste 
le  même  pour  tous  les  aplatissements  assez  petits  et  par  conséquent 
pour  une  masse  hétérogène,  dont  les  aplatissements  intérieurs  sont 
variables.  Ce  sera  une  zone  de  dislocation  et  de  fracture  probable. 

M.  A.  Véronnet  a montré  ( 1 ) que  l’action  de  précession  de  la 
Lune  sur  la  Terre  produit  des  tensions  horizontales  parallèles  aux 
méridiens,  qui  tendent  à comprimer  et  à dilater  alternativement  les 
couches  de  l’écorce  terrestre,  précisément  sur  ce  même  parallèle, 
avec  une  force  égale  aux-p^  de  leur  poids.  Ces  compressions  et 
dilatations  successives,  concordant  avec  les  phases  de  la  Lune  et 
les  marées,  pourraient  être  également  une  cause  de  fracture  et  de 
tremblements  de  terre . On  remarque  d’ailleurs  que  ce  parallèle 
de  35°  passe  par  San-Francisco,  le  Haut-Mexique,  Lisbonne,  la 
Sicile,  la  Perse,  le  Japon,  qui  est  bien  une  ligne  privilégiée  de 
tremblements  de  terre.  D’ailleurs,  de  Parville  avait  déjà  relevé  et 
signalé  la  coïncidence  de  la  fréquence  des  tremblements  de  terre 
avec  les  positions  critiques  du  Soleil  et  de  la  Lune  au  moment  des 
marées  maximum. (*) 


x2 

— r H- 

a2 


x2  da  ^ z 2 de 


(*)  Thèse  et  Journal  de  Mathématiques , 1912,  p.  44^. 
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CHAPITRE  VIII. 

ÉTUDE  DE  LA  STABILITÉ  DES  FIGURES  D’ÉQUILIBRE. 


Cette  question  de  la  stabilité  des  figures  d?équilibre  que  nous 
venons  de  déterminer  est  loin  d'être  encore  complètement 
éclaircie.  Thomson  et  Tait,  dans  leur  Natural  Philosophy  (t.  I, 
1879,  2e  édition,  Cambridge),  ont  fait  de  la  question  générale 
de  l’équilibre  une  discussion  intéressante  qui  servira  de  base  à 
notre  étude. 

85.  Cas  des  systèmes  conservatifs.  — Considérons  un  système 
matériel  dont  la  position  dépend  de  n coordonnées  q q 2,  . . .,  qn. 
Nous  supposons  que  le  système  est  sollicité  par  des  forces  qui 
dépendent  seulement  de  la  position  du  système,  ce  que  Tait  et 
Thomson  appellent  des  forces  positionnelles , et  que  ces  forces 
dérivent  d'une  fonction  de  forces  U (q^,  q 2,  . . .,  qn).  On  a alors  ce 
qu'on  appelle  un  système  conservatif. 

La  demi-force  vive  T a pour  expression,  dans  ce  cas, 

(1)  T = i (A«=  A/,i), 

où  les  coefficients  A/*  dépendent  des  q.  Les  équations  générales 
du  mouvement  ont  été  mises  par  Lagrange  sous  la  forme  classique 

d_  /dT\ _ TT  = 
clt  Xdq'i)  âqt  dqt 

Les  positions  d’équilibre  s’obtiennent  en  égalant  à zéro  les  déri- 
vées partielles  de  U.  Les  équations  d’équilibre  sont  précisément 
les  équations  qui  expriment  que  la  fonction  U est  maximum  ou 
minimum.  Ces  conditions  sont  nécessaires  pour  le  maximum  ou  le 
minimum,  mais  elles  11e  sont  pas  suffisantes. 
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Si  U est  réellement  maximum,  dans  une  certaine  position,  c'est 
là  une  position  d'équilibre  stable,  quelle  que  soit  la  nature  de  ce 
maximum,  c’est-à-dire  quelque  soit  l’ordre  de  la  première  dérivée 
paire,  qui  ne  soit  pas  nulle.  Ce  théorème,  énoncé  déjà  par 
Lagrange,  a été  démontré  par  Lejeune-Dirichlet  et  porte  son  nom. 

D’après  des  recherches  plus  récentes,  on  peut  compléter  ce 
théorème  en  disant  : Pour  que  l'équilibre  soit  stable , il  faut  et 
il  suffit  que  U soit  maximum.  On  démontre  en  effet  que,  si  U 
n’est  pas  maximum,  l’équilibre  n’est  pas  stable. 

86.  Petits  mouvements  autour  d’une  position  d’équilibre.  — 
Nous  supposerons,  ce  qui  ne  restreint  en  rien  la  généralité,  que, 
dans  la  position  d’équilibre  étudiée,  tous  les  paramètres  q sont 
nuis  et  que  la  valeur  D est  également  nulle,  c’est-à-dire 

U(o,  o,  . . . , o)  = o. 

Bornons-nous  au  cas  où  les  dérivées  premières  de  U s'annulent 
dans  cette  position  d'équilibre  sans  que  les  dérivées  secondes 
soient  nulles.  En  développant  la  valeur  de  U,  on  obtient 

U = ~ (an  q}  H-  2a12  qy  q-i~\-  2a13  <71  <73-+- . . .)  + Uj  = ~ 'L<xikqiqk-\-  U1? 

U,  contenant  les  termes  en  q de  degré  supérieur  au  second. 

De  même,  en  développant  A en  série,  on  obtiendra  pour  la 
valeur  de  T 

A'/c  — aik -K <7 i ^q~  + ) T = -'Lctikq'iq'k- t-Ti  (&ik  = const. ), 

où  T,  contient  des  termes  en  q , q\  mais  de  degré  supérieur  au 
second. 

En  supposant  l’équilibre  stable,  nous  pouvons  négliger  U,  etT<, 
dans  les  équations  des  petits  mouvements,  car  alors  les  q et  les  q 
restent  toujours  très  petits.  Nous  pouvons  donc  réduire  U et  T 
à leur  premier  terme  et  écrire 

U = ^ S ccik  qt  qk:  T = ^ 2 ctik  q\ q’k 

U et  T sont  alors  des  formes  quadratiques  à coefficients  constants. 

Pour  éviter  de  trop  longues  écritures,  nous  effectuons  sur  les 
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variables  q la  substitution  linéaire  suivante  : 

— Cn  pi  -h  Ci2  p 2 + •••-+-  Cinp,l: 

q 2 — C21  Pi  -h  C22  P 2 H-  . . . C^jiPm 


Çn  — CfliPiH-  C/i2p2-+-.  . cnnpn , 

où  les  c sont  de  nouvelles  constantes.  Les  gr'  se  trouvent  également 
transformés  par  la  même  substitution  linéaire  en  fonction  des  p . 

Or,  étant  données  deux  formes  quadratiques,  on  peut  les 
ramener  à une  somme  de  carrés  par  une  même  substitution 
linéaire.  Déterminons  la  substitution  par  cette  condition,  alors  U 
et  T prennent  la  forme  suivante,  où  nous  remettons  q en  place  de  p : 

(2 3)  T = \ ??  + q'i  + q',?),  U = i(ai27+a2^4-.  ..+  a*?2). 

Le  système  étant  conservatif,  on  a 

dT  — dU,  T — U = const., 

ce  qui  donne  une  intégrale  du  mouvement. 

Pour  avoir  les  équations  des  petits  mouvements,  nous  n’avons 
qu’à  écrire  les  équations  de  Lagrange  correspondantes,  qui  sont 

(4)  q"  = *iqi,  22  = a2?2,  qn="*nqn- 

Elles  s’intégrent  immédiatement 
Nous  distinguons  alors  deux  cas  : 

i°  Tous  les  a sont  négatifs.  Alors  tontes  les  équations  n’ont, 
comme  intégrale  générale,  que  des  sinus  et  des  cosinus.  Le  système 
s’écarte  très  peu  de  sa  position  d’équilibre.  Dans  ce  cas,  l’équilibre 
est  stable  : 

ql  = A sin#!  t -+-  B cosctyt  (0^= — af). 

20  Quelques-uns  des  coefficients  a sont  positifs.  Alors  les  para- 
mètres et  les  vitesses  correspondantes  peuvent  croître  indéfiniment 
avec  le  temps.  L’équilibre  est  instable.  Par  exemple,  si  l’on  a«,>  o, 
l’intégrale  générale  de  la  première  équation  sera 

qv  — hi  el  -t-  X2  e~l  ; 

qK  prend  donc  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes.  Les  équations 
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mêmes  ne  s’appliquent  plus,  puisqu’on  a supposé  les  paramètres  q 
très  petits. 

On  peut  distinguer  d’ailleurs  divers  degrés  d’instabilité  : le 
degré  d’instabilité  du  système  est  le  nombre  des  coefficients  a qui 
sont  positifs.  Si  un  seul  paramètre  est  positif,  cette  instabilité  sera 
du  premier  degré.  Si  tous  les  coefficients  sont  négatifs,  on  peut 
dire  que  l’instabilité  est  de  degré  zéro,  c’est-à-dire  qu’il  y a 
stabilité. 

Considérons,  par  exemple,  un  point  M mobile  sur  une  surface. 
Si  le  point  se  trouve  au  fond  d’une  calotte  concave  vers  le  haut,  il 
y aura  équilibre  stable.  Si  le  point  pesant  se  trouve  au  sommet 
d’un  col,  sur  un  point  à double  courbure,  il  y a un  degré  seu- 
lement d’instabilité.  Le  point  peut  osciller  perpendiculairement  à 
la  ligne  de  plus  grande  pente  avant  d’être  entraîné  définitivement. 
Enfin,  si  le  point  est  au  sommet  d’une  calotte  à convexité  dirigée 
vers  le  haut,  l’instabilité  est  du,  second  degré  : il  y a instabilité 
complète,  car  le  mouvement  est  à deux  paramètres.  Tout  dépla- 
cement du  point  détruira  l’équilibre. 

87.  Cas  des  systèmes  dissipatifs.  — Considérons  le  même  sys- 
tème que  précédemment  et  dans  la  même  position.  Nous  sup- 
posons qu’on  lui  applique  les  mêmes  forces  positionnelles,  mais 
aussi  qu’on  ajoute  de  nouvelles  forces,  qui,  cette  fois,  dépendent 
des  vitesses  et  qu’on  appellera,  avec  Tait  et  Thomson,  des  forces 
motionnelles. 

Nous  considérons  plus  particulièrement  les  forces  qui  donnent 
naissance  à la  viscosité  des  fluides.  Nous  supposons  donc  que  sur 
chaque  point  de  masse  m,  animé  d’une  vitesse  c,  agit  une  force  F 
proportionnelle  à la  vitesse  et  dirigée  en  sens  inverse  : F = — ko. 

Calculons  d’abord  les  composantes  de  ces  forces  et  leur  travail. 
Soient  mi  la  masse  d’un  point;  x\ , y\ , z\  les  composantes  de  sa 
vitesse  : 


. dxt  , dyi 


La  force  de  viscosité  aura  donc  par  définition,  pour  composantes, 
Xi  = — k i x\,  Y i — — kty, 

ki  étant  un  coefficient  positif. 


Z i = — kiz\, 
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Le  travail  élémentaire  de  ces  forces,  dans  le  déplacement  réel, 
sera 

= 2(Xj  dxi- 1-  Yj  dyt- f-  Zt  dz{)  = — J-  2 kt{dxi  -b  dyj  -+-  dzf  ). 

De  même  le  travail  élémentaire,  dans  un  déplacement  virtuel 
compatible  avec  les  liaisons  sera 

*&'  — S(X2-  8^/+  Yj  8yi  -h  Zi  ôzî)  = — -^2  kt{dxj  àxi  -b  dyt  Byt  -+-  dzt  ozi ). 


Calculons  ces  expressions  en  fonction  des  paramètres,  on  a 

Xi=fi(qu  q-2, qn),  yt=  <?i(q 1,  q 2,  • qn),  zt=  q î>—,  qn ); 


d’où 

et 


dxi  = ^~-dal 
agi 


àXi 

àql 


dq2- 


àxi 

àqn 


dg,i 


§Xi  : 


àxi 

àq  1 


àxi 

àq% 


àx  i _ 

7—  oqn. 
àqn 


Calculons  on  aura  une  forme  quadratique  analogue  à celle 
d’une  force  vive  où  les  masses  seraient  remplacées  par  les  coeffi- 
cients k[.  On  aura  donc 

^=—^2  B ikdqidqk  (B^=B*i>. 

Pour  calculer  fé',  introduisons  une  notation  plus  commode,  et 
pour  cela  considérons  la  forme  quadratique 

f(q\,  q.2.  q'n)  = i S Bik  q\q’k  = ~ (Bu  g’?  -b  2B12  q\  ÿ2 )j 


est  une  forme  bilinéaire  en  dq ,,  dq 2,  ...,  dqn  et  àq{) 
dq2,  àqk-  C’est  ce  qu’on  appelle  la  forme  polaire  de  la 

forme  On  peut  alors  l’écrire  immédiatement 

®'  = — — ZBt/cdqt  hqk. 

Elle  se  réduit  à la  forme  % quand  le  déplacement  virtuel  est  iden- 
tique au  déplacement  réel. 
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Écrivons  fê'  sous  la  formé  suivante  et  développons  : 

\ — SB  aq'ioq/c 

= — §q\  (Bu  q | -h  Bj2  q.2  -h. . .H-  Bjk  qn) 

\ — oq,  (B21  q\  -b  B-22  0'2  -K  B2/l  qn) 


— S^n(Brtl  q\  + B„2^'2H-.  . .-h  B nnq'n), 


Introduisons  maintenant  la  forme  quadratique  f définie  ci- 
dessus.  Le  travail  virtuel  pourra  alors  s’écrire 


(5) 


àf  * àf  . 

és?,+4°îs 


àf  - 

. f—  /V 

àq'n 


°q  n 


88.  Équations  des  petits  mouvements  dans  le  cas  d’un  système 
dissipatif.  — Les  forces  appliquées  sont  de  deux  sortes  : celles  qui 
dérivent  de  la  fonction  de  forces  U et  celles  qui  proviennent  de  la 
viscosité.  La  somme  des  travaux  virtuels  de  ces  forces  se  compo- 
sera donc  de  deux  parties  : 


àU  . àU  , 

h: 

àf  * àf  , 

— jf-  oq i — 

àq  i 


oq  2 


àU 

àqn 

AL 

àq’n 


àqn, 


Le  coefficient  de  àq{  sera  donc 


o = AA  _ AL. 

1 àq i àq\ 

Les  équations  de  Lagrange  deviennent  alors 


d /dT\  _ àT  = __àf_' 

dt  \àq't)  àqt  ~ àqt  àq\ 


Nous  faisons  toujours  ici  la  même  approximation  que  dans  le  cas 
précédent,  en  négligeant  les  termes  du  second  ordre  et  en  prenant 
seulement  les  valeurs  principales  des  paramètres  et  des  vitesses,  de 
sorte  que  U et  T conservent  les  mêmes  formes  quadratiques  (3). 
Nous  simplifions  de  même  f en  développant  ses  coefficients 
dans  le  voisinage  de  la  position  d’équilibre 


t>  / . dBjÆ 

B;*  — bik  4-  q\  -T — ■ H- ...  j 
àq  i 


d’où 


f=  - ^bikq'iqf 
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en  réduisant  B,-*  à la  constante  6/*.  Il  faut  remarquer  que  T est 
essentiellement  positif.  Il  en  est  de  même  de  /. 

Les  équations  du  mouvement  deviennent  alors,  avec  ces  hypo- 
thèses, 

q'\  = «i?i—  (611 -h  6J2gr'2  + . . .H- 
qi—  a2<?2  (^21^1  + ^2l9r2-f-'  • *“t~  /i) 

ou,  en  général, 

(7)  q i—  q i " = (7 i ^~7  > 

où  y est  la  forme  quadratique  essentiellement  positive 

2f—bliq'?-h‘2bng']q’.2-+-...=  Zlbikq’iq’k  {bik=  bki). 


Le  premier  terme  du  second  membre  des  équations  du  mouve- 
ment (7)  comprend  les  forces  positionnelles  ou  conservatives  fonc- 
tions des  qL.  Le  second  comprend  les  forces  motionnelles  ou  forces 
dissipatives  de  viscosité,  fonctions  des  q'r 

Nous  avions  fait  une  hypothèse  particulière  sur  la  nature  de  ces 
forces  dissipatives,  en  les  attribuant  à la  viscosité.  Nous  appelle- 
rons plus  généralement  forces  dissipatives  celles  qui  conduisent 
à des  équations  du  mouvement  de  cette  forme,  quelle  que  soit  la 
nature  de  ces  forces.  On  dira  alors  qu’on  a un  système  dissipatif. 
Ce  sera  le  cas  des  systèmes  où  il  y a des  résistances  passives. 

Remarque.  — Un  tel  système  est  appelé  dissipatif  pour  la 
raison  suivante.  Multiplions  les  équations  (7)  du  mouvement  suc- 
cessivement par  q\ , . . . , q'n , et  ajoutons-les  ; il  vient 


(8) 


dT  _dü_ 
dt  dt  ^ 


ou 


dt  J 


Or,  f étant  essentiellement  positif,  il  s’ensuit  que  l’énergie  totale 
T — U va  en  diminuant.  L’énergie  se  dissipe  à partir  de  sa  valeur 
initiale. 


89.  Dissipativité  complète  et  incomplète.  — Pour  que  l’énergie 
se  dissipe  dans  tous  les  mouvements  possibles,  il  faut  que  les  forces 
dissipatives  soient  complètes,  c’est-à-dire  que  /dépende  explicite- 
ment de  tous  les  q1. 

Supposons,  par  exemple,  que  /ne  dépende  pas  de  q\ . Cela  veut 
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dire  que 

6n  = o,  612=0,  ...,  6j,t=o. 

Alors  la  première  équation  du  mouvement  est  indépendante  de  f 
et  de  la  dissipativité,  et  q\  n’entre  plus  dans  les  autres  équations. 

Gomme  les  paramètres  q sont  indépendants  et  que  le  système  se 
trouve  dans  une  position  d’équilibre,  on  peut  faire  subir  au  sys- 
tème un  déplacement  qui  porte  seulement  sur  le  paramètre  q{.  Les 
paramètres  q2 , </3,  . ..,  qn  conservent  leurs  valeurs  d’équilibre, 
c’est-à-dire  milles,  d’après  les  hypothèses  faites.  Nous  donnons  à^, 
une  valeur  assez  petite  dans  le  voisinage  de  la  position  d’équilibre 
et  compatible  avec  les  données  du  problème.  Le  mouvement  qui 
en  résultera  aura  pour  équations 

?|’=  «1^1,  ?2=0,  •••>  <7/V=  o. 

Ce  mouvement  ne  dépend  plus  de  /,  qui  est  nul,  puisque  cette 
fonction  est  indépendante  de  q\  et  que  tous  les  autres  q\  sont  nuis. 
L’énergie  totale  reste  donc  constante  dans  ce  cas. 

Ainsi,  dans  le  cas  de  forces  dissipatives  incomplètes  parmi  tous 
les  mouvements  possibles  autour  de  la  position  d’équilibre,  il  y a 
des  mouvements  dans  lesquels  l’énergie  est  conservée. 

Nous  allons  résoudre  les  équations  du  mouvement  dans  le  cas  de 
la  dissipativité  complète. 

Dans  ce  cas,  T — U va  en  diminuant  dans  tous  les  mouvements 
possibles  du  système.  Il  s’agit  d’intégrer  un  système  d’équations 
linéaires  simultanées.  On  pose  donc 

q\z=\xert,  q2=\.2ert,  ...,  qn=\nert, 

et  l’on  porte  ces  expressions  dans  les  équations  du  mouvement.  Il 
vient,  en  divisant  par  ert  : 

— )—  r~  — aj) -h X2  — 1—  X3 613 /"  — 1 — ...  — I — b\ jtr  ==o, 

Xi  62ir  H- X 2(62 2^'+“ r2 — a2)H- X3 693 r-+-...-h X/4  62«r  = 0, 

•••••••  * , 

Xi  6nl7’  -+-X26rt2r  +X36n3r-l-...-f-X,t(6rtrar+7’2— a„)  = o. 

Pour  que  ce  système  de  n équations  en  X ait  des  solutions  non 
nulles,  il  faut  que  le  déterminant  soit  nul.  C’est  l’équation  carac- 
téristique du  système  des  équations  linéaires.  Nous  la  désignerons 
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par  F(r)  : 


*11  r 4-r2  — 
*21  r 


*12  r *i3  r ...  *i«  r 

*22  r2  — a2  *23  r ...  r 


= o. 


*«2 


*/i3  r ....  bnnr-hr*-—y.n 


Si  l’on  peut  trouver  une  racine  de  cette  équation,  le$  n équations 
en  \ se  réduiront  à n — i équations  d’où  l’on  pourra  tirer  des 
valeurs  proportionnelles  à A, , X2.  . . . , ln.  En  désignant  par  fA  (r), 
/2(.r),  . . .,  fn(r)  les  mineurs  de  F(r),  en  supposant  la  dernière 
ligne  éliminée  par  exemple,  il  vient,  pour  chaque  valeur  de  r 
racine  de  F(r)  = o, 


où  p est  une  constante  arbitraire. 

Si  r = /’,  est  une  racine  de  F(/*)  = o,  et  si  p,  est  la  valeur  arbi- 
traire de  la  constante,  on  déduit  de  ces  équations  d’abord  la  valeur 


Hi/iOi),  V=Ki/ï(W),  * * * 5 *nr=  V-ifnin), 

puis  la  solution  particulière  du  système 

q i = Hi/iC^i)  ?2  = ^i/2(n)  . . • , q,i  = pi/n(ri)ÿ^. 

Avec  la  racine  r2  et  une  constante  arbitraire  correspondante  p2, 
on  obtiendrait  de  même  une  seconde  solution  particulière,  et  ainsi 
de  suite. 

Avec  les  n solutions  correspondant  à n racines  de  l’équation 
caractéristique,  on  formera  l’intégrale  générale  par  addition  des 
n intégrales  particulières  obtenues.  On  aura 

q i = pi/i.(ri)eri<4-  H1 2 /i .(  ^*2  ) er^  H— . . .+  \>-nfi(rn)ernt, 
q 2 — e^-h  [J. 2/2  (>2)  + . . .4-  pn/a  (rn)  er"*, 

* 

?/i=  ^\fn{rx)  er^-h  fx2/n(r2)  e?V-b. . .-h  \*-nfn(rn)  ernt. 


A(r)  AXr)  Jn\') 


A 


des  >.  : 


Telles  sont  les  équations  du  mouvement  dans  le  voisinage  de  la 
position  d’équilibre. 
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90.  Stabilité  de  l’équilibre  dans  le  cas  de  forces  dissipatives. 
Théorème  de  Tait  et  Thomson.  — Pour  que  l’équilibre  soit  stable, 
il  faut  que  les  racines  de  l’équation  caractéristique  F (r)==  o aient 
toutes  leurs  parties  réelles,  négatives  ou  nulles. 

Soit,  par  exemple,  une  racine  r = p -K  iq.  La  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  l’équilibre  soit  stable  est  p^o.  Car  si 
l’on  avait  p positif,  le  terme 

ert  — (cos  qt  -t-  i sin qt) 


augmenterait  indéfiniment  avec  t.  La  valeur  des  qt  et  des  q'l  aug- 
menterait de  même  sans  limite  et  le  système  s’éloignerait  de  sa 
position  d’équilibre.  Donc,  aucune  racine  ne  doit  avoir  de  partie 
réelle  positive.  Une  partie  réelle  nulle  introduira  seulement  des 
sinus  et  cosinus.  Il  y aura  oscillation  autour  de  la  position  d’équi- 
libre. Une  racine  avec  partie  négative  introduira  un  terme  qui  tend 
vers  zéro  avec  le  temps.  Il  y aura  oscillations  amorties  autour  delà 
position  d’équilibre,  où  le  système  reviendra  finalement  au  repos. 

Tait  et  Thomson  ont  démontré  un  théorème  très  important, 
d’après  lequel  l’adjonction  de  forces  dissipatives  à un  système 
conservatif  ne  change  pas  la  nature  de  l’équilibre  de  ce  système. 

Soit  un  système  soumis  à des  forces  positionnelles  conserva- 
tives, dérivant  d’une  fonction  U.  Le  mouvement  autour  d’une 
position  d’équilibre  est  défini  par  les  équations 

q\  = <*i  q\ , q\  = q%,  • • • , qh  = q «• 

L’adjonction  de  forces  dissipatives  transforme,  par  définition,  ces 
équations  dans  les  suivantes  : 


(9)  q\  — ai qi~ 


■&, 

àq  i 


q-2=  a2?2- 


àf_ 
àq'i  ’ 


qn  = <*nqn- 


'JL, 

àq'n 


Le  théorème  établit  que,  si  l’équilibre  est  stable  sous  la  seule 
action  des  forces  conservatives,  il  restera  stable  après  l’addition 
des  forces  dissipatives.  S’il  est  instable  dans  la  première  hypo- 
thèse, il  sera  encore  instable  après  l’adjonction  des  forces  dissipa- 
tives. Évidemment  le  mouvement  sera  modifié,  mais  nullement  la 
nature  même  de  l’équilibre. 

La  démonstration  repose  sur  la  relation  fondamentale  (8),  c’est-à- 
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dire  surcequeles  forces  dissipatives  introduisent  une  perte  d’énergie 


(8) 


a?(T  — U) 
dt 


= — 2/  < O- 


Premier  point.  — Soit  F (r)  = o l’équation  caractéristique  du 
système  complet.  Je  dis  que  cette  équation  ne  peut  pas  avoir  deux 
racines  purement  imaginaires. 

Supposons,  en  effet,  que  nous  ayons  deux  de  ces  racines  qui 
doivent  être  conjuguées,  puisque  les  coefficients  de  F sont  réels. 
Soient 

/*!  ==  im  et  r2  = - — im. 

Ecrivons  les  solutions  particulières  correspondantes  du  système 
différentiel,  on  a 

qx  = Pi/i  (rt)  p,/i  (r,) 

q 2 = R/*  (ri)  p2/2(r2) 

p2/n(rs) 

Ce  mouvement  est  un  des  mouvements  possibles  du  système,  par 
hypothèse,  et  nous  pouvons  «écrire  les  équations  du  mouvement, 
en  faisant  nuis  les  autres  p arbitraires  : 

qx  — /ix  cos  mi  -I-  Ai  sin  mi, 

^2  = cos  mi  -h  A2  sin  mi, 

qn  = cos  mi  -+-  sin/rci. 

Dans  ce  cas,  T prendra  la  forme 

(io)  T = A + B cos  2 mi  h-  G sin  2 mi  ; 

mais  comme,  d’autre  part,  T est  une  somme  de  carrés,  T doit  être 
positif  pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  d’où  la  condition 

A > 4- 

D’autre  part,  U est  également  une  forme  [quadratique,  qui  dans 
le  mouvement  s’écrit  sous  une  forme  analogue 


(11) 


U = A'— h B' cos  2 mi  -+-  G' sin  2 mi  ; 
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mais  ici  le  signe  de  U n’est  pas  déterminé  d’avance,  car  nous  ne 
savons  rien  sur  les  a. 

Enfin,  / est  une  forme  quadratique  des  q' , qui  eux-mêmes  sont 
de  la  même  forme  que  les  paramètres  q,  d’après  leur  expression 
ci-dessus.  On  aura  donc 

f = A" h-  B"  cos  2 mt  G"  sin  2 mt  ; 

mais,  / étant  essentiellement  positive,  on  a encore  ici  la  condition 

(12)  A">-+-  yjri-hC'*. 

Ecrivons  maintenant  l’équation  (8)  qui  relie  T,  U et  y*  au  moyen 
de  ces  relations.  Les  dérivées  de  U et  de  T par  rapport  au  temps 
ne  contiendront  plus  les  constantes  A et  A'.  Il  vient  donc 

— (B  — B')  2 m sniimt  -+-  (G  — C')2m  cos  2 mt 
= — 2 A" — 2 B"  cos  2 mt  — 2 G"  sin  2 mt. 

Cette  équation  entraîne  A"—ç>,  ce  qui  exige  également  B"=  o et 
C"=:o  d’après  (12).  La  fonction  / devrait  donc  être  identique- 
ment nulle  dans  ce  cas,  ce  qui  est  impossible,  car  nous  admettons 
que  pour  tout  mouvement  possible  la  fonction  dissipative  est  diffé- 
rente de  zéro  (dissipativité  complète). 

Ainsi,  quelle  que  soit  la  nature  de  l’équilibre  avant  l’addition 
des  forces  dissipatives,  l’équation  caractéristique  relative  au  sys- 
tème complet  a toutes  ses  racines  de  la  forms  p -h  iq,  où  p ÿé.  o. 


Deuxième  point.  — Ceci  établi,  supposons  que  l’équilibre 
soit  stable  sous  l’action  des  seules  forces  positionnelles.  On  a 
alors 

ai  < o,  a2<o,  ....  an  < o, 

avec 


q 1 = 0,  q%=o:  ...,  qn—  O. 


Puisque  l’équilibre  est  stable  en  cette  position,  U est  maximum 
sans  les  forces  dissipatives.  Nous  allons  démontrer  que  l’équilibre 
sera  encore  stable  après  l’adjonction  de  ces  forces.  Pour  cela, 
nous  allons  montrer  que  l’équation  caractéristique  ne  peut  pas 
avoir  de  racine  ayant  une  partie  réelle  positive. 

Supposons,  en  effet,  qu’une  des  racines  ait  une  partie  réelle 
positive,  alors  les  paramètres  q \ , q2,  . . . , qn  augmentent  indéfini- 
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ment  avec  le  temps.  Le  système  étant  en  équilibre,  dérangeons-le 
très  peu  de  cette  position  et  imprimons-lui  de  petites  vitesses. 
Appelons  T0  et  U0  les  valeurs  initiales  de  T et  U,  on  a 

f/(VU)<°’  donC  T-U<T„-U0; 

mais,  comme  les  paramètres  q augmentent  indéfiniment,  — U qui 
est  essentiellement  positif,  à cause  du  signe  négatif  des  a,  aug- 
mente indéfiniment.  Les  vitesses  q\  augmentent  aussi  indéfini- 
ment, donc  T augmente  sans  limite. 

Ainsi  T — U doit  décroître  autour  de  la  position  d’équilibre  et 
rester  inférieur  à T0  — U0,  alors  que  dans  l’hypothèse  faite  il  aug- 
menterait indéfiniment.  Il  ne  peut  donc  pas  y avoir  de  racines  à 
partie  réelle  positive,  et,  si  l’équilibre  est  stable  avant  l’adjonction 
des  forces  dissipatives,  il  le  restera  après. 

Si  l'équilibre  est  instable  sous  l’action  des  seules  forces  posi- 
tionnelles, alors  quelque  a est  positif,  par  exemple  oc]  >>  o.  Ajou- 
tons les  forces  dissipatives.  L’équilibre  restera  instable.  Il  suffit 
de  montrer  que  dans  ce  cas-là  i ou  tes  les  racines  de  F ne  peuvent 
pas  avoir  leurs  parties  réelles  négatives. 

En  effet,  dérangeons  le  système  de  sa  position  d’équilibre  de  la 
façon  suivante  : a,  étant  positif,  donnons  aux  paramètres  de 
petites  valeurs  de  façon  que  U0  soit  positif,  en  prenant  par 
exemple 

?i>o,  q 0 = 0,  qn=  O, 

puis  abandonnons  le  système  ainsi  déplacé  sans  vitesse  initiale, 
c’est-à-dire  T0  = o.  Dans  le  mouvement  subséquent,  on  aura 

d{ T — U)  < o,  donc  T — U < — U0. 

Or  nous  avons  supposé  que  toutes  les  parties  réelles  des  racines 
de  F sont  négatives.  Donc  quand  t augmente,  T et  U tendent 
ensemble  vers  o,  parce  que  les  paramètres  q et  leurs  dérivées 
tendent  vers  o.  A partir  d’un  certain  moment,  T — U serait  aussi 
voisin  de  o qu’on  voudrait  et  ne  pourrait  pas  rester  inférieur  à 
une  quantité  négative  — U0.  Il  faut  donc  que  certaines  racines  r 
aient  leur  partie  réelle  positive;  alors  l’équilibre  reste  instable 
après  l’adjonction  des  forces  dissipatives. 

Nous  avons  supposé  les  forces  dissipatives  totales.  Le  résultat 
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serait  encore  vrai  avec  des  forces  dissipatives  partielles.  En 
effet,  considérons  un  système  où  l’une  des  équations  serait  sans 
dissipativité  : 

„ „ ôf  „ df 

qi  = «iqi,  92==a,?2—  q/t  = ocn  qn—  ^ • 

La  première  équation  donne  un  équilibre  stable  ou  instable 
quand  varie.  Le  système  des  autres  équations  se  traiterait 
comme  précédemment.  On  verrait  que  l’adjonction  de  la  fonc- 
tion f ne  change  rien  à la  nature  de  l’équilibre.  Le  théorème  est 
donc  général. 


91.  Forces  motionnelles  gyroscopiques.  — Au  système  des 
forces  conservatives  et  dissipatives,  ajoutons  d’autres  forces  dis- 
tinctes des  premières  Q,,,  Q2,  . . . , Qn.  Les  équations  de  Lagrange 
correspondant  à ce  système  s’écriront 


03) 


dt  \dq\J  dqi  dqt  ôq\  ' l' 


On  dit  que  les  forces  Q,,  Q2,  . . . , Q„  sont  gyroscopiques,  si  elles 
vérifient  la  condition 


04)  Q 1 q\  HE?  Q2  q'i  • *4-  Q«  q'ûf=  °. 

Gela  revient  à dire  que  le  travail  de  ces  forces  est  nul  dans  le 
déplacement  réel  du  système,  car  le  fait  que  ce  travail  est  nul 
serait  exprimé  par  la  formule  identique  à la  précédente  : 

Qi  dq i-h  Q2  dq 2 + . . .4-  Q«.  dqn  = o. 

Telle  est  l’interprétation  mécanique  des  forces  gyroscopiques. 

Voici  l’origine  de  cette  dénomination.  Quand  on  étudie  le 
déplacement  relatif  d’un  point  par  rapport  à des  axes  mobiles,  il 
faut  ajouter  aux  forces  réelles  certaines  forces  fictives,  pour  obtenir 
les  équations  du  mouvement  ou  de  l’équilibre,  par  rapport  à ces 
axes  mobiles.  Ces  forces  fictives  sont  la  force  centrifuge  et  la  force 
centrifuge  composée.  On  sait  que  cette  dernière  force  est  perpen- 
diculaire à la  vitesse  relative,  de  sorte  que  son  travail  dans  le 
déplacement  relatif  est  toujours  nul.  Or  ce  sont  précisément  ces 
forces  centrifuges  composées  qui  interviennent  dans  l’étude  des 
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mouvements  gyroscopiques.  Ce  sont  elles  en  particulier  qui 
assurent  l'équilibre  du  mouvement  de  la  toupie,  tournant  à grande 
vitesse  sur  sa  pointe. 

Tait  et  Thomson  ont  étendu  le  nom  de  forces  gyroscopiques  à 
toutes  les  forces  qui  jouissent  de  la  même  propriété  mécanique  du 
travail  nul  (i4)  et  ils  démontrent  qu’elles  jouissent  toutes  de  la 
propriété  d’assurer  l’équilibre  en  certains  cas.  11  est  à remarquer 
que,  dans  des  cas  très  étendus,  les  équations  du  mouvement  d’un 
système  non  holonome,  sous  l’action  de  forces  données  analyti- 
quement, peuvent  être  ramenées  à celles  d’un  système  holonome 
sous  l’action  des  mêmes  forces  auxquelles  on  ajouterait  des  forces 
gyroscopiques  convenables  (1). 

Nous  allons  supposer  une  position  d’équilibre  d’un  système 
soumis  à diverses  forces,  en  particulier  à des  forces  gj  roscopiques, 
et  nous  étudierons  les  petits  mouvements  du  système  autour  de 
cette  position  d’équilibre. 

Remarquons  d’abord  que  les  forces  gyroscopiques  Q,,  Q2,  . . ., 
Q„  contiennent  dans  leurs  expressions  les  q' , autrement  l’expres- 
sion qui  les  définit  (i4)  ne  pourrait  pas  être  nulle  identiquement, 
car  les  q ne  pourraient  jamais  se  rédùire  et  se  détruire. 

Réduisons  alors  ces  expressions  Q à leurs  parties  linéaires  en  q' , 
simplification  analogue  à celle  que  nous  avons  faite  pour  les  autres 
forces  et  qui  est  légitime  tant  que  l’on  s’écarte  peu  de  la  position 
d’équilibre  où  les  q et  q sont  nuis.  Les  équations  de  Lagrange  se 
réduisent  alors,  dans  ces  hypothèses,  aux  expressions 


« 

II 

,)f 

-5ÿ7  + s°'1,'?,  + '?1'2Î2"K' 

■ •+  g\n  q'n, 

q"2—  a2  <7* 

df  r 

— H"  gz\  q | + £'22  ?2  + • • 

• - H-  g2n  q'n  , 

9n  = *nÇn 

df 

• • + g tin  Çn 

D’ailleurs,  les  g ne  sont  pas  quelconques.  En  effet,  l’équation 


(*)  Appell,  Remarques  d'ordre  analytique  sur  une  nouvelle  forme  des 
équations  de  la  dynamique  ( Journal  de  Liouville,  5°  série,  t.  VII,  1901.  p,  5-i2). 
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de  condition  (i4)  peut  s’écrire  en  développant 

gn  q?  H-  gi  -2  q\  + q\  q’n 

H-  S 2l  q’i  q\  + gn  q'?  -H  » • • •+"  gin  </'2  q'n 


■+•  g ni  q'n  q \ ■+•  g ni  q'n  • ■'H-  g’«/i  q'iï  — °- 

Ce  qui  exige  , = £22  = #33  = • . . = gnn~  o ou  en  général 
gkk—o , et^12  — — £-21  ou  en  général  £-,7fc-t-#fc*=  o.  Cette  der- 
nière condition  entraîne  la  première,  de  sorte  que  la  condition 
générale  des  forces  gyrosco piques  (i4)  peut  s’écrire  aussi 

(i5)  ^gikqjq'k-  0 où.  g ik+  g ki  = 0. 


92.  Théorème  de  Tait  et  Thomson  sur  l’équilibre  dans  le  cas 
des  forces  gyroscopiques.  — INous  distinguerons  deux  cas. 


Premier  cas.  — Supposons  un  système  soumis  à la  fois  aux 
trois  sortes  de  forces  ainsi  définies  : conservatives,  dissipatives  et 
gyroscopiques.  L' état  d'équilibre  existant  sous  l'action  des 
forces  conservatives  seules  ne  sera  pas  changé  si  l'on  ajoute 
à la  fois  des  forces  dissipatives  et  des  forces  gyroscopiques. 
Réciproquement,  si  l' équilibre  est  stable  sous  l'action  des  trois 
sortes  de  forces , il  le  restera  si  l'on  supprime  les  forces  dissi- 
patives et  gyroscopiques  ; s'il  est  iîistable , il  le  restera  égale- 
ment. 

Pour  le  voir,  il  suffit  de  reproduire  exactement  le  raisonnement 
fait  plus  haut  pour  les  forces  dissipatives  seules.  En  effet,  ce  rai- 
sonnement repose  entièrement  sur  la  relation 


(8) 


d(  T -U)  . 

~di — =-2/<°- 


Or  cette  relation  a lieu  encore  ici,  car  en  ajoutant  les  équations 
du  mouvement  (i3)  les  unes  aux  autres,  après  les  avoir  multipliées 
respectivement  par  les  q ' correspondants,  comme  on  l’a  fait  au 
n°  88,  les  termes  correspondant  aux  forces  gyroscopiques  donnent 
précisément  une  somme  nulle.  Ces  forces  sont  donc  éliminées  et 
l’on  retrouve  identiquement  l’expression  ci-dessus  qui  ne  dépend 
que  de  f et  des  forces  dissipatives. 

Par  conséquent,  T — U décroît  constamment  dans  le  mouve- 
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ment,  et,  la  dissipativité  étant  complète,  la  nature  de  l’équilibre 
n’est  pas  changée. 

11  faut  bien  remarquer  dans  ce  cas  que  les  deux  groupes  de 
forces  motionnelles  entrent  à côté  des  forces  positionnelles. 

Second  cas.  — Considérons  maintenant  un  système  soumis  à 
des  forces  conservatives  et  supposons  qu’on  introduise  seulement 
des  forces  gyroscopiques.  Il  peut  se  faire  alors  cjue  V introduc- 
tion des  forces  gyroscopiques  seules  transforme  l’équilibre 
instable  en  équilibre  stable. 

Les  équations  du  mouvement  sont  alors,  en  faisant  gkk  — o, 


i°  Si  le  système  soumis  aux  seules  forces  dérivant  de  U est 
stable,  V adjonction  des  forces  gyroscopiques  laisse  subsiste /'  la 
stabilité.  En  effet,  on  a T — U = const.,  et  U est  maximum  dans 
la  position  d’équilibre.  Il  n’y  a qu’à  appliquer  de  nouveau  le  rai- 
sonnement du  théorème  de  Lejeune-Dirichlet.  On  retrouvera  la 
même  conclusion.  L’équilibre  reste  stable. 

2°  Si  l’équilibre  sous  l’action  des  forces  conservatives  est  ins- 
table, il  peut  devenir  stable.  Déterminons,  en  effet,  l’équation 
caractéristique  du  système  d’équations  linéaires.  Il  faut  égaler  à o- 
le  déterminant  des  équations  en  À : 


q\  = Xi  qx  gn  q[2  + gl3  q'3-h.  . gin  q'nr 

q\  = a2  q2  + g.n  q\  -+-  g,z  q’z-h..  .-h  g%n  q',„ 


qh  = a»  cJn  H-  g ni  q i gn  2 ?'2  + • • ■ + gn,n- 1 fn 


i — l • 


Xj(>2—  aD-h  l,gXir  + ...-+-  Xnguir  = o, 

. X-i  gzi  r X2(r2 — 2c>)  H-  • • . 4-  X/t  g.în  r — o, 


X|  gnir  4-^sgnsr 


4-..I+  a„)  = o, 


c’est-à-dire 


r2— aL  gV2r  glz  r ...  glnr 


(16) 


g ni  r gnir  gnZ  r ...  r2— an 


L’équilibre  final,  sous  l’action  des  deux  groupes  de  forces,  sera 
instable  si  l’une  quelconque  des  racines  a sa  partie  réelle  positive; 


CHAPITRE  VIII.  — ÉTUDE  DE  LA  STABILITÉ  DES  FIGURES  D’ÉQUILIBRE.  ‘>.5l 

il  sera  stable  si  toutes  les  racines  ont  leur  partie  réelle  négative. 
Ici,  il  s’introduit  une  condition  nécessaire  et  d’ailleurs  inattendue  : 
V instabilité  initiale  doit  être  de  degré  pair. 

Soit  F(r)  l’équation  caractéristique.  Le  terme  de  degré  le  plus 
élevé  est  r-n  qui  est  positif.  On  a donc  F(oo)>>o.  D’autre  part, 
on  a,  en  faisant  r = o, 

F(o)  = (-*!)(-  «,)...  (-««>. 

S’il  y a un  nombre  impair  d’a  positifs,  alors  F(o)  sera  négatif. 
Il  y aura  donc  au  moins  une  racine  comprise  entre  o et  oo,  et 
l’équilibre  sera  instable.  L’instabilité  initiale  sera  conservée. 

S’il  y a un  nombre  pair  d ’a  positifs,  alors  F (o)  sera  aussi  positif 
et  l’on  ne  pourra  rien  dire  en  général;  car  F(r)  peut  avoir  dans  ce 
cas  o ou  un  nombre  pair  de  racines  positives.  Si  F(r)  n’a  pas  de 
racines  positives , V instabilité  est  transformée  en  stabilité.  Si  F 
a des  racines  positives,  l’instabilité  demeure. 

La  discussion  de  tous  les  cas  possibles  serait  longue,  mais  on 
peut  montrer  sur  des  exemples  qu’efïectivement  dans  certains  cas, 
l’adjonction  des  forces  gyroscopiques  transforme  l’instabilité  en 
stabilité. 

Exemple.  — Considérons  les  petits  mouvements  d’un  point 
définis  par  les  équations 

x"=  ax  -{ - g y\  y"  = $y  — gx'. 

Si  l’on  a a «<  o et  {3  < o,  il  y a stabilité,  avec  ou  sans  les  forces 
gyroscopiques.  Si  l’on  a a > o et  (3  < o,  il  y a instabilité  dans  lés 
mêmes  conditions. 

Si  enfin  l’on  aa>oet|3>o,  il  y a instabilité  avant  l’adjonc- 
tion des  forces  gyroscopiques.  Que  se  passe-t-il  après  leur  adjonc- 
tion? 

Posons 

x ==  a ert,  y — \j.  ert  ; 

d’où 

X(r2—  a)  — \t.gr  ===  o, 

lgr-h  P)  = o 

Gt 

F(r)  = (/’2—  y.)  ( r~  P)4-^2/’2  = r*- H — a — p)  -f-  ap  = o. 
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Si  g est  nul,  c’est-à-dire  s’il  n’y  a pas  de  forces  gyroscopiques,  le 
système  est  instable  comme  nous  l’avons  vu.  Mais  g est  arbitraire  ; 
on  peut  le  prendre  assez  grand  pour  que  l’on  ait 

(g-—  a — (3)2—  4 > o et  g*-—  a—  [4  > o. 

Alors  l’équation  ci-dessus  du  second  degré  en  r2  a deux  racines 
réelles  négatives  qui  donnent  pour  r des  valeurs  purement  imagi- 
naires : 

r = ± ih,  r = zh  ik. 

Avec  ces  valeurs  de  r,  les  paramètres  x et  y ne  contiendront  que 
des  sinus  et  des  cosinus.  Le  mouvement  primitivement  instable 
sera  devenu  stable  par  l’adjonction  des  forces  gyroscopiques. 

Si  le  système  est  à dissipativitê  partielle , les  mêmes  conclu- 
sions sont  encore  vraies.  Si  le  système  primitif  est  stable,  le  sys- 
tème final  sera  stable  également.  Si  le  système  primitif  est  instable 
de  degré  impair,  il  restera  instable.  S’il  est  instable  de  degré  pair, 
il  pourra  devenir  stable  dans  certains  cas. 

Supposons,  par  exemple,  que  les  équations  du  mouvement 
soient  de  la  forme  suivante  : 

q'\  = at  qv^.gq\, 

ql  = a2  q%  — gq  i> 

df 

?,:=a3Î3-^+Q8, 

* Ôf  , ^ 

q n qn  — +■  Qn- 

Les  deux  premières  équations  ne  contiennent  pas  de  dissipati- 
vit é f,  et  de  plus  un  certain  nombre  de  gik—~  — gu  sont  nuis.  Si 
et  en 2 sont  positifs  et  tous  les  auttes  ch  négatifs,  le  système  initial  est 
instable  ainsi  que  le  système  obtenu  par  l’adjonction  des  seules 
forces  dissipatives.  Mais,  par  contre,  l’adjonction  des  forces  gyro- 
scopiques peut  le  rendre  stable.  Il  suffit  que  g soit  suffisamment 
grand  pour  stabiliser  les  deux  premiers  paramètres,  comme  on  l’a 
vu  ci-dessus. 

C’est  ce  qui  a lieu  dans  l’étude  de  l’équilibre  relatif,  par  rapport 
à des  axes  entraînés,  de  ce  qu’on  appelle  la  toupie  dormante . La 
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toupie  posée  sur  sa  pointe*  tomberait  si  des  forces  gyroscopiques 
suffisamment  grandes  n’existaient  pas.  Elle  resterait  toujours  en 
équilibre  s’il  n’y  avait  pas  le  frottement  et  la  résistance  de  l’air, 
forces  dissipatives,  qui  maintiennent  et  ramènent  l’instabilité. 
Car,  il  faut  le  remarquer,  l’adjonction  des  forces  dissipatives  con- 
serve toujours  la  nature  de  l’équilibre  primitif,  ou  le  ramène 
quand  l’adjonction  des  forces  gyroscopiques  a changé  l’instabilité 
en  stabilité. 

93.  Stabilité  temporaire  et  stabilité  séculaire.  — En  résumé, 
un  système  en  équilibre  dans  lequel  les  forces  dérivent  d’une  fonc- 
tion de  forces  U doit  vérifier  les  conditions 

_ ÔV  _ àU  _ 

àq±  ~ ’ âq2  ~~  ’ ’ “ ’ àqn  ~ 

qui  impliquent  que  U est  maximum  ou  minimum.  La  stabilité  de 
cet  équilibre  implique,  en  outre,  d’autres  conditions. 

iu  Si  le  système  est  soumis  aux  seules  forces  dérivant  de  U, 
il  faut  et  il  suffit  que  U soit  maximum  pour  que  l’équilibre  soit 
stable. 

20  Si  l’on  fait  agir,  en  plus  des  forces  précédentes,  des  forces 
dissipatives  quelconques,  il  faut  et  il  suffit  encore  pour  la  stabilité 
que  U soit  maximum.  En  d’autres  termes,  les  forces  dissipatives 
ne  modifient  pas  la  nature  de  l'équilibre . 

3°  Si  le  système  est  soumis  aux  forces  dérivant  de  U et  à des 
forces  gyroscopiques,  il  suffit  encore  que  U soit  maximum.  Mais 
cela  n'est  plus  nécessaire.  L’équilibre  peut  être  stable  sans  que  U 
soit  maximum,  la  stabilité  étant  introduite  par  les  forces  gyrosco- 
piques. 

4°  Si  le  système  est  soumis  à la  fois  à des  forces  conservatives, 
à des  forces  dissipatives  complètes  et  à des  forces  gyroscopiques, 
il  faut  et  il  suffit  encore  que  U soit  maximum.  La  nature  de  l’équi- 
libre est  la  même  que  lorsqu’il  n’y  a que  des  forces  conser- 
vatives. 

5°  Si  le  système  est  soumis  à la  fois  à des  forces  conservatives, 
à des  forces  gyroscopiques  et  à des  forces  dissipatives , mais 
incomplètes , il  suffit  que  U soit  maximum;  mais  ce  n’est  pas 
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nécessaire,  car  il  peut  se  faire  que  les  forces  gyroscopiques  réta- 
blissent la  stabilité  des  paramètres  sur  lesquels  ne  porte  pas  la 
dissipativité. 

Il  n’y  a donc,  en  fin  de  compte,  quë  deux  hypothèses  possibles , 
et  lord  Kelvin,  qui  avait  déjà  fait  cette  distinction,  appelait  stabi- 
lité séculaire  celle  qui  a liçu  quand  on  tient  compte  des  forces 
dissipatives  complètes.  C’est  la  même  stabilité  que  si  le  système 
était  simplement  conservatif  : il  faut  et  il  suffit  que  U soit  maxi- 
mum. Il  appelait  stabilité  temporaire  celle  qui  existe  sans  les 
forces  dissipatives  ou  peut-être  avec  des  forces  dissipatives  incom- 
plètes. Il  suffit,  pour  que  cette  stabilité  existe,  que  U soit  maxi- 
mum, mais  cela  n’est  plus  nécessaire. 

Supposons  ce  dernier  cas  réalisé.  Il  ne  peut  l’être  qu’à  titre 
d’hypothèse,  comme  en  mécanique  rationnelle.  Dans  la  nature,  en 
effet,  il  y a toujours  des  frottements,  c’est-à-dire  des  forces  dissi- 
patives. De  sorte  que,  si  l’on  se  trouve  dans  le  cas  de  U non  maxi- 
mum et  de  l’équilibre  réalisé  par  le  moyen  des  forces  gyrosco- 
piques, cet  équilibre  sera  détruit  lentement  et  ne  pourra  être  que 
temporaire.  Les  forces  dissipatives  qu’on  a pu  négliger  pendant 
un  certain  temps,  ou  en  première  approximation,  agissent  tout  de 
même  et,  à la  longue,  finissent  par  écarter  le  système  de  sa  position 
d’équilibre. 

L’exemple  type  est  celui  de  la  toupie  dormante.  L’observateur 
supposé  entraîné  avec  des  axes  invariablement  liés  à la  toupie, 
l’axe  des  z se  confondant  avec  l’axe  de  rotation,  observe  qu’il  y a 
équilibre  au  début  du  mouvement.  Or,  ici,  les  forces  dérivent 
d’un  potentiel  U = — gz , et  U se  trouve  être  alors  minimum, 
puisque  le  centre  de  gravité  est  le  plus  haut  possible,  et  z a sa 
plus  grande  valeur.  Malgré  cela,  grâce  aux  forces  gyroscopiques, 
l’équilibre  relatif  existe  et  il  est  stable.  Si  l’on  écarte  un  peu  la 
toupie,  elle  oscille  autour  de  sa  position  d’équilibre. 

Mais  cette  stabilité  n’est  pas  séculaire.  En  mécanique  ration- 
nelle, on  a pu  négliger  le  frottement  du  pivot,  la  résistance  de 
l’air.  Mais  en  réalité,  au  bout  d’un  certain  temps,  la  toupie 
s’écarte,  lentement  d’abord,  puis  plus  rapidement,  de  sa  posi- 
tion d’équilibre.  La  vitesse  de  rotation  diminuant,  elle  s’incline 
«et  tombe. 
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94.  Application  des  théorèmes  à l’équilibre  d’une  masse  fluide 
en  rotation.  — Il  se  présente  tout  d’abord  une  difficulté  dans  cette 
application.  En  effet,  les  théories  et  les  équations  ci-dessus 
supposent  que  les  systèmes  dépendent  d’un  nombre  fini  de  para- 
mètres. Au  point  de  vue  physique,  un  liquide  composé  de  molé- 
cules dépend  aussi  d’un  nombre  très  grand,  mais  fini,  de  para- 
mètres. Au  point  de  vue  mathématique  et  de  la  continuité,  il  n’en 
est  plus  ainsi.  Une  masse  continue  dépend  d’un  nombre  infini  de 
paramètres,  d’une  infinité  dénombrable  cependant.  Par  générali- 
sation, on  peut  admettre  avec  Poincaré  et  lord  Kelvin  que  les 
conclusions  sont  applicables  à la  limite  aux  masses  supposées 
continues. 

Considérons  donc  notre  fluide  en  rotation.  Prenons  comme  axe 
des  z l’axe  de  rotation  avec  O x^yy  comme  axes  fixes  et  O xy 
comme  axes  entraînés  dans  la  rotation  et  liés  au  corps.  Par  hypo- 
thèse, la  masse  fluide  est  en  équilibre  relatif  par  rapport  aux  axes 
entraînés. 

Dans  l’équilibre  relatif,  les  forces  dont  il  faut  tenir  compte  sont  : 


i°  Les  forces  d’attraction  mutuelles  de  la  forme  — nil™k  et  dont 

rti 


le  travail  dans  un  déplacement  virtuel  est 


irtiink  | 

rik  J 


: ÔW  ; 


W est,  à un  facteur  constant  près,  ce  que  nous  avons  appelé 
Y énergie  du.  système.  On  voit  que  les  forces  d’attraction  mutuelle 
dérivent  d’une  fonction  de  forces  W. 

2°  La  force  centrifuge,  en  second  lieu,  a pour  projections  en  un 
point 

m coI 2J7,  mio^y,  o. 


Elle  dérive  d’une  fonction  de  forces  qui,  pour  le  système  entier, 
s’écrit  : 

W2  ’V'  , , I T n 

— 2j  m(x = 

I désignant  le  moment  d’inertie  de  la  masse  fluide  par  rapport 
à O z. 

En  définitive,  pour  l’équilibre,  les  forces  dérivent  d’une  fonction 


256  FIGURES  D’ÉQUILIBRE  D’üNE  MASSE  LIQUIDE  EN  ROTATION. 

de  forces  qui  est 

(18)  U=W+-Iw2. 

2 

Pour  obtenir  une  position  d’équilibre,  il  faut  que  les  dérivées  par- 
tielles soient  nulles,  ou  que  la  variation  de,U  soit  nulle, 

SU  = o. 

Pour  savoir  si  cet  équilibre  est  stable,  écartons  très  peu  les 
molécules  de  leur  position  d’équilibre  et  étudions  le  mouvement 
relatif  autour  de  Oz,  en  communiquant  à ces  molécules  de  très 
petites  vitesses. 

Mais  le  fait  de  communiquer  aux  particules  du  fluide  un  mou- 
vement par  rapport  au  système  d’axes  entraînés  par  la  rotation 
introduit  de  nouvelles  forces  dont  il  faut  tenir  compte.  Ce  sont  les 
forces  centrifuges  composées  et  les  forces  de  viscosité  ou  de  résis- 
tance de  milieu. 

Dans  les  petits  mouvements  autour  de  la  position  d’équilibre, 
il  faudra  donc  tenir  compte  : i°  des  forces  conservatives  qui 
dérivent  de  U;  2°  des  forces  gyroscopiques  qui  sont  ici  les  forces 
centrifuges  composées;  3°  des  forces  dissipatives  qui  sont  ici  les 
forces  de  viscosité  provenant  du  glissement  des  molécules  les  unes 
sur  les  autres. 

Si  l’on  admet  que  les  forces  dissipatives  sont  complètes,  c’est-à- 
dire  qu’elles  agissent  toujours  dès  que  le  fluide  se  meut,  il  faut  et 
il  suffit,  pour  que  l’équilibre  soit  stable,  que  U soit  maximum, 

c’est-à-dire  que  W -f-  ^ Ico2  soit  maximum. 

Si  l’on  ne  tient  pas  compte  des  forces  dissipatives  (et  l’on  traite- 
rait alors  un  problème  abstrait  en  dehors  de  la  réalité),  cette  con- 
dition de  U maximum  serait  suffisante,  mais  elle  ne  serait  plus 
nécessaire.  Il  serait  très  difficile  alors  d’exprimer  cette  condition 
nécessaire,  qui  varierait  d’ailleurs  avec  les  différentes  hypothèses 
faites,  comme  par  exemple  pour  celle  que  fait  Poincaré. 

En  réalité,  les  forces  dissipatives  existent  toujours,  mais  ne 
peut-on  pas  imaginer  un  mouvement  du  système  tel  qu’elles 
n’agissent  plus?  Poincaré,  qui  a soulevé  cette  difficulté,  indique 
qu’on  pourrait  considérer  un  mouvement  infiniment  voisin  du 
précédent  et  sans  glissement.  Il  suffirait  d’admettre  que  le  liquide 
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tourne  tout  d’une  pièce  et  continue  à tourner  tout  d’une  pièce,  en 
se  contractant  par  exemple,  et  en  tournant  au  temps  t + dt  avec 
une  vitesse  angulaire  -4-  infiniment  voisine  de  la  précédente. 
Dans  la  réalité,  jamais  la  contraction  ne  serait  uniforme  dans  toute 
la  masse.  Il  y aurait  toujours  des  inégalités  de  vitesse  et  par  con- 
séquent des  forces  dissipatives. 

Poincaré  a fait  remarquer  également  que,  si  l’on  suppose  le 
système  entraîné  par  un  système  rigide  comme  un  axe  matériel 
solide  (l’aiguille  de  l’expérience  de  Plateau),  les  forces  dissipatives 
sont  complètes,  car  tout  accroissement  de  la  vitesse  de  rotation 
produit  des  frottements.  Mais  le  problème  que  l’on  traite  n’est 
plus  celui  de  la  figure  des  planètes. 

Pour  le  problème  de  la  figure  des  planètes,  Poincaré  suppose 
comme  plus  naturel  qu’on  se  donne,  non  pas  co,  mais  le  moment 
cinétique  de  rotation  p = Ico,  qui  reste  constant,  même  dans  la 
contraction.  Il  admet  alors  que  la  contraction  se  produit  sans 
introduire  de  forces  dissipatives,  de  la  manière  indiquée  plus 
haut.  Il  démontre  que,  dans  ce  cas,  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  de  la  stabilité  de  l’équilibre,  celle  qui  remplace  la  con- 
dition générale  de  lord  Kelvin,  est  que  l’expression  suivante  soit 
maximum  : 

(19)  W— ^ = W— -Io>2. 

2I  2 

Nous  allons  démontrer  auparavant,  avec  Poincaré,  quelques 
résultats  généraux  relatifs  au  mouvement  d’une  masse  fluide  qui 
se  déforme  dans  son  mouvement,  comme  c’est  ici  le  cas. 

95.  Mouvement  général  d’une  masse  fluide  qui  se  meut  et  se 
déforme.  Solide  équivalent.  — Nous  rapportons  ce  mouvement  à des 
axes  fixes.  Soient  m une  molécule  du  fluide,  V (w,  v,  w)  sa  vitesse. 
Considérons  un  corps  solide  qui,  à l’instant  t , a la  même  forme 
que  le  corps  liquide,  qui  est  composé  des  mêmes  points  matériels, 
dont  le  centre  de  gravité  a la  même  vitesse  que  celle  du  centre  de 
gravité  du  fluide,  dont  le  moment  cinétique  est  le  même  que  celui 
du  fluide.  Nous  l’appellerons  le,  solide  équivalent  à l’instant  t. 
C’est  le  solide  que  l’on  obtiendrait,  avec  le  même  mouvement,  si 
l’on  solidifiait  le  liquide,  sans  changement  de  volume  à l’instant  t . 


APPELL.  — IV. 
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Les  axes  d’inertie  et  la  somme  des  moments  des  quantités  de  mou- 
vement sont  les  mêmes  pour  le  fluide  et  pour  son  solide  équivalent 
à l’instant  t. 

Soit  Vr(u',  p',  w')  la  vitesee  de  la  molécule  m,  considérée  comme 


Fig.  45. 


appartenant  au  solide  équivalent.  Soit  enfin  Vr(wr,  p,.,  wr)  la 
vitesse  relative  de  la  molécule  fluide  par  rapport  à la  molécule  du 
solide  correspondant  (Jig>  45).  On  a 

Ur  — u — u,  Pr=  P p',  wr=  w — w. 

Désignons  par  T,  T/,.Tr  la  demi-force  vive  totale  du  fluide,  celle 
du  solide  équivalent  et  celle  due  aux  vitesses  relatives,  nous  allons 
démontrer  que  l’on  a la  relation 

(20)  T = T'-f-  Tr 


- m ( u- -h  p2  + w- ) 


P^  H-  wJ.  ). 


OU 
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Nous  avons  en  effet 

U — u'  + Ur,  V — vr Vr,  W — w'-h  «v; 

donc 


= ( U 'â  H-  p'2-f-  M-’'2)  -h  + pjî+  (V2  ) H-  2(ll'ur-h  Vr Vr-\-  w'wr). 

Multiplions  cette  relation  par  m et  faisons  la  somme  de  toutes  les 
relations  analogues  correspondant  à chaque  molécule,  on  a 

T ==  T'-h  Tr-+-  S m(u' ur-+-  v'  vr-\-  w' wr). 

On  démontre  que  le  dernier  terme  est  nul. 

En  effet,  la  vitesse  du  centre  de  gravité  du  fluide  et  du  solide 
équivalent  étant  égales,  on  a 


X’'  mu'  mu 

Z TT  ©2  TT’  2"î(“-H)  = 0- 


On  en  déduit 

(i)  hmur=o,  £ mvr  — o,  S mwr  — o. 

Ecrivons  également  que  la  somme  des  moments  des  quantités 
de  mouvement  est  la  même  pour  le  fluide  et  le  solide  équivalent, 
on  a 

2 m (y  w — z v')  = — z w), 

d’où 

2 m (y  Wr — zvr)  = o 

et 

hm{zur — xwr)  — o,  hm^xVr — yur ) = o. 

Ces  six  conditions  (i)  et  (2)  définissent  en  somme,  avec  la  conser- 
vation des  masses  de  chaque  particule,  le  solide  équivalent. 

Exprimons  maintenant  la  vitesse  d’une  molécule  du  solide  en 
fonction  delà  translation  instantanée  et  de  la  rotation  instantanée 
de  ce  solide.  Soient  a,  b,  c les  composantes  de  la  translation  et p}  q , r 
celles  de  la  rotation,  on  a 


u = a -f—  q z 

On  tire  de  là 


= 6 + rx  - 


w = c - h p y — qx. 


u ur~ b e vr  -h  w wr 

= aur-h  bvr-\-  cwr 4- p(ywr — zvr)  + q(zur — xwr)  -h  r(xvr— yur)  ; 


2Ô0  figures  d’équilibre  d’une  masse  liquide  en  rotation. 
d où,  en  faisant  la  sommation, 

Ii7n(u' ur-\-  w wr ) 

= allmur- f-  b'Zmvr- h c 21  mwr-+-  p'Lm{ywr — spr) 

H-  q'Lm^zitr — x wr)  rZm(xvr — yur). 

Or  le  second  membre  est  nul  d’après  '(i)  et  (2),  donc  le  premier 
membre  aussi.  On  a donc  T = T'+  Tr. 

Remarque.  — Si  le  fluide  se  déplace  tout  d’une  pièce,  Tr  = o et 
le  solide  équivalent  se  confond  constamment  avec  le  fluide.  Réci- 
proquement, si  Tr=o  pendant  un  temps  infiniment  court,  c’est 
que  pendant  cet  instant  le  fluide  se  déplace  sans  glissement  inté- 
rieur, à la  manière  d’un  solide  invariable.  Si  Tr  est  nul  pendant  un 
temps  fini,  le  fluide  se  déplace  comme  un  solide  pendant  ce  temps-là. 

Ces  généralités  pourraient  être  développées  et  conduiraient  à 
des  propriétés  intéressantes,  mais  la  relation  précédente  est  suffi- 
sante pour  notre  problème. 

96.  Théorème  de  Poincaré  sur  la  condition  de  stabilité.  — Sui- 
vant l’hypothèse  spéciale  que  Poincaré  a envisagée  comme  plus 
naturelle  dans  l’étude  des  corps  célestes,  nous  considérons  une 
masse  fluide  tournant  tout  d’une  pièce  autour  de  l’axe  O 5.  Dans  ce 
mouvement  d’ensemble,  Tr  est  donc  nul.  Nous  admettons  que  c’est 
le  moment  cinétique  p qui  est  donné  et  constant,  et  non  la  vitesse 
de  rotation. 

Pour  voir  si  l’équilibre  relatif  est  stable,  dérangeons  très  peu  le 
fluide  de  sa  position  d’équilibre.  Nous  obtenons  un  mouvement 
très  voisin  du  précédent,  dans  lequel  p reste  le  même.  Mais,  en 
général,  ce  ne  sera  plus  un  mouvement  d’ensemble.  Il  y aura  à la 
fois  mouvement  et  déformation.  Soient  alors,  à l’instant  £,  OA,  OB, 
OC  les  axes  d’inertie  du  solide  équivalent,  A,  B,  C les  moments 
d’inertie  par  rapport  à ces  axes,  c’est-à-dire  les  moments  d’inertie 
principaux,  p,  q , /’  les  projections  de  la  rotation  instantanée  sur 
ces  axes,  la  force  vive  du  solide  équivalent  sera 

(21)  T'=  A />2 -b  B H-  G r2 . 

Dans  les  hypothèses  faites,  T'  dépend  uniquement  des  positions 
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des  molécules  et  non  de  leurs  vitesses,  grâce  à ce  fait  que  p reste 
constant. 

En  effet,  considérons  l’ensemble  des  positions  des  molécules  à 
l’instant  t,  on  en  déduit  la  forme  du  solide  équivalent  et  la  valeur 
des  moments  d’inertie  A,  B,  G,  ainsi  que  les  directions  correspon- 
dantes des  axes  principaux  d’inertie.  D’autre  part,  en  projetant  le 
moment  cinétique  Op  sur  ces  axes,  on  obtient  les  quantités  de 
mouvement  correspondantes  A p,  B q)  Cr,  et  l’on  en  déduit  les 
composantes  p , q , r de  la  vitesse  de  rotation. 

En  résumé,  p étant  donné,  A,  B,  C,  p , q , r sont  fonctions  de  la 
seule  position  des  molécules,  non  de  leurs  vitesses,  et  T',  comme 
W lui-même,  est  fonction  seulement  de  la  configuration  du 
système. 

Appliquons  alors  le  théorème  des  forces  vives.  Dans  le  cas  idéal 
où  il  ri’y  aurait  pas  de  frottement  intérieur,  on  aurait 

dT  = d\V. 

Mais,  en  réalité,  il  y a des  frottements.  Les  forces  dissipatives 
entrent  en  ligne  de  compte  et  il  faut  écrire 

(22)  dT  = dW  — ¥>ei  d(  T — W)<o. 

Mais,  comme  on  l’a  vu,  il  y a un  cas  où  les  forces  de  frottement 
n’interviennent  pas  : c’est  celui  où  le  mouvement  infiniment  voisin 
est  encore  une  rotation  d’ensemble  autour  du  même  axe  avec  une 
vitesse  infiniment  voisine;  alors  Tr=  o.  Ainsi  donc  on  a 

d( T — W)  = o si  T,.=  o, 
d( T — W)<o  si  T,,>o. 

Gomme  d’ailleurs  T — T'-f-  Tr,  il  s’ensuit  que  l’on  a 

T' -h  TV — W — const.  si  Tr=  o, 

T' H-  T,. — W décroissant  si  TV>o. 

Nous  allons  montrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  la  stabilité  de  V équilibre,  c'est  queT1 — W soit  minimum , 
dans  la  position  considérée.  Nous  avons  vu  que  T' — W ne  dépend 
d’ailleurs  que  de  la  position  des  points  et  est  analogue  à une  fonc- 
tion de  forces. 
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i°  La  condition  est  suffisante.  — Considérons  la  position 
d’équilibre  relatif  dont  nous  étudions  la  stabilité.  Soient  Te  et  We 
les  valeurs  de  T et  de  W dans  cette  position.  Nous  disons  que  si 
— W e est  minimum  l’équilibre  est  stable. 

En  effet,  dans  cette  hypothèse,  si  l’on  dérange  infiniment  peu  le 
système,  on  a 

T' — W > T'e  — \\> 

et  à plus  forte  raison 

(23)  T — W -4-  T, T — AV  > T;—  We. 

Cette  relation  a lieu  à l’instant  initial  où  l’on  produit  le  déran- 
gement et  à tous  les  instants  suivants.  Or,  T'-f-Tr — W va  en 
diminuant;  donc  T' — W ne  peut  pas  augmenter  et  doit  rester 
infiniment  voisin  de  la  valeur  d’équilibre  Te  — We,  et  la  nouvelle 
configuration  reste  infiniment  voisine  de  la  configuration  d’équi- 
libre relatif. 

En  d’autres  termes,  soient  x{,  yt,  z, , x2,  y2,  z2 , ...  les  coor- 
données des  molécules  dans  la  position  d’équilibre  étudiée,  et 
soient  g, , A, , A, , g2,  h2:  A2,  ...  les  accroissements  infiniment 
petits  donnés  à ces  coordonnées  au  moment  de  la  perturbation; 
ce  qui  donne  pour  les  nouvelles  coordonnées  de  ces  molécules 

X\-\-  g y±-h  ht,  Zi—ki. 

g-*  y^K,  z2 -f-  k,. 

On  aura  alors,  puisque  T'  — W est  une  fonction  de  la  configu- 
ration du  système, 

T' — AV  = T;—  W ,.+/(*„  Ai,  k g,,  hi:  A,,  . . .); 

f est  fonction  des  petits  écarts  : comme  par  hypothèse  on  a ici  un 
minimum,  les  premières  dérivées  sont  nulles  et  l’on  a une  forme 
quadratique  qui  doit  rester  très  petite,  d’après  les  inégalités  (23). 
La  configuration  envisagée  est  donc  stable. 

2°  La  condition  est  nécessaire.  — Nous  allons  montrer  que,  si 
T*  — We  n’est  pas  minimum,  l’équilibre  n’est  pas  stable. 

En  effet,  si  — We  n’est  pas  minimum,  on  peut  trouver  une 
configuration  voisine  telle  que  l’on  ait 


T' — AV  < Té — AV*. 
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On  peut  même  faire  en  sorte  que  l’on  ait 

T'_  W h-  TV<  T'e — We. 

Il  suffit  pour  cela  de  donner  aux  molécules,  très  peu  écartées,  des 
vitesses  relatives  assez  faibles  pour  que  Tr  reste  assez  petit. 

Cette  inégalité  ayant  lieu  à l’instant  initial  de  la  perturbation, 
on  sait  qu’à  partir  de  là  T;  -4-  T,- — W décroît.  Mais  il  peut 
décroître  indéfiniment,  car  ici  aucune  inégalité  ne  vient  limiter 
cette  décroissance  et  T' — W s’écartera  de  plus  en  plus  deT^  — We. 
Si  Tr  ne  tend  pas  vers  o,  alors  T' — W décroît  plus  rapidement  et 
la  configuration  s’écarte  complètement  de  celle  d’où  l’on  est  parti. 
Même  si  Tr  tend  vers  o et  si  T' — W,  en  décroissant,  tend  vers  une 
limite,  cette  limite  sera  à coup  sûr  différente  de  T'e  — We,  puisque 
T' — W a décru  tout  le  temps.  Le  système  pourra  atteindre  ainsi 
une  autre  position  d’équilibre,  mais  non  revenir  à la  position 
initiale,  laquelle  est  donc  bien  instable. 

Ainsi,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  de  la  stabilité  de 
l’équilibre,  c’est  que  T'  — W soit  minimum  dans  la  position  consi- 
dérée. Or,  dans  la  position  d’équilibre,  on  a 

rr/  I T , I P'2 
î = - I OJ2  = - • 

2 2 I 

La  condition  trouvée  peut  donc  aussi  s’exprimer  en  disant  que 

- ^7 W doit  être  minimum,  ou  encore  que  W — - ~ doit  être 

2 I n 2 I 

maximum,  condition  nécessaire  et  suffisante,  dans  l’hypothèse  en 

question. 

En  résumé , dans  l’hypothèse  de  lord  Kelvin,  si  l’on  suppose 
que  le  fluide  ne  puisse  pas  prendre  de  configuration  voisine  sans 
qu’il  s’introduise  de  frottements,  forces  dissipatives,  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  la  stabilité  de  l’équilibre  est  que 

W + ^Ica2  s°it  maximum.  On  peut  considérer  alors  la  vitesse  de 
rotation  w comme  donnée. 

Dans  l’hypothèse  de  Poincaré,  au  contraire,  si  l’on  suppose  que 
le  fluide  puisse  prendre  une  configuration  voisine  de  l’équilibre, 
sans  qu’il  s’introduise  de  frottements,  la  condition  ci-dessus, 
qui  est  toujours  suffisante,  n’est  plus  nécessaire.  L’équilibre 
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peut  être  stable  même  sans  cela.  La  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante est  alors  que  W — ~ soit  maximum. 

Si  la  condition  de  lord  Kelvin  est  vérifiée,  puisqu’elle  est  suffi- 
sante, l’équilibre  est  nécessairement  stable  et  la  condition  de 
Poincaré  doit  être  également  vérifiée.  Mais  la  réciproque  n’est  pas 

vraie.  Autrement  dit,  si  W -f-  -Iw2  est  maximum,  W — - l’est 

2 7 2 I 

aussi;  mais  si  W — ~ -y  est  maximum,  cela  ne  prouve  pas  que 

W -f-  - Ico2  le  soit. 

2 

En  effet,  supposons  la  condition  de  lord  Kelvin  réalisée;  on 
aura,  en  désignant  par  l’indice  e les  valeurs  d’équilibre  relatif  qui 
donnent  le  maximum 

W + - I w2  < We  -+-  - Ie  w2. 

2 2 


Je  dis  qu’il  est  impossible  qu’on  ait  en  même  temps 


W-  1 £ > W — 1 ÏT-i 
W 2 I > 2 L’ 


c’est-à-dire  comme  p = 


,T7.  I If  w2  I _ 

W V-  > L<*>2 

2 1 2 


T 1 2 (i)2  T 

- w + - -Zf-r  <-Wg+  ^IgW2. 


En  effet,  ajoutons  cette  dernière  inégalité  à la  première,  il  vient 

Iw2(i  + ^)  < Iw2(2Ie)  ou  (I_Ie)2<0, 

résultat  absurde.  L’inégalité  de  lord  Kelvin  entraîne  donc  celle  de 
Poincaré. 

On  voit,  d’ailleurs,  que  la  limite  donnée  par  Poincaré  est  plus 
basse  que  celle  de  lord  Kelvin. 

97.  Représentation  graphique  des  courbes  d’équilibre.  Systèmes 
à un  paramètre.  — Nous  allons  étudier  maintenant,  en  appliquant 
les  principes  généraux  qui  viennent  d’être  démontrés,  la  stabilité 
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de  l’équilibre  d’un  système  dont  la  configuration  dépend  d’un  seul 
paramètre.  Nous  considérerons  des  séries  linéaires  de  positions 
d’équilibre  dépendant  elles-mêmes  d’un  paramètre  variable,  et 
nous  suivrons  ces  séries  linéaires,  en  nous  attachant  à connaître  la 
nature  de  la  stabilité  de  chaque  position. 

Voici  comment  nous  arrivons  à définir  de  tels  systèmes.  Nous 
supposons  que  l’équilibre  d’un  système  à une  seule  coordonnée  q 
existe  et  est  stable  quand  une  certaine  fonction  U (q,  X)  contenant 
un  paramètre  X est  maximum.  Cette  fonction,  d’ailleurs,  n’est  pas 
nécessairement  une  fonction  de  forces.. Si  X est  donné,  la  connais- 
sance de  q détermine  la  configuration  du  système. 

La  condition  d’équilibre  s’écrira 

dU 

dq  °* 

Nous  poserons 

(24)  ^ =f(q,  X),  d'où  f(q,X)  = o. 

C’est  cette  équation  qu’il  faudra  résoudre  pour  avoir  q,  c’est-à-dire 


Fig.  46. 


pour  avoir  la  valeur  de  la  variable  q donnant  une  position  d’équi- 
libre. A chaque  valeur  de  X correspondent,  en  général,  plusieurs 
valeurs  de  q . Si  X varie  à partir  d’une  valeur  X0  déterminée,  pour 
laquelle  on  a k valeurs  de  q données  par  l’équation  (24),  ces  k va- 
leurs varieront  d'une  façon  continue,  à partir  de  leurs  valeurs 


266  FIGURES  D’ÉQUILIBRE  D’UNE  MASSE  LIQUIDE  EN  ROTATION. 

initiales,  et  nous  aurons  ainsi  une  ou  plusieurs  branches  de  valeurs, 
qui  seront  des  courbes  représentatives  des  positions  d’équilibre 

(. fie-  46)- 

On  peut,  en  effet,  représenter  graphiquement  les  résultats  en 
prenant  deux  axes  O X et  O q et  en  construisant  la  courbe 
f(q-,  X)  — o.  Cette  courbe  nous  représente  la  variation  que  doit 
subir  le  paramètre  q quand  X varie,  pour  que  l’équilibre  subsiste. 
Chaque  valeur  de  q déterminera  une  courbe  distincte  et,  pour  une 
même  valeur  X0  de  X,  nous  aurons  autant  de  points  M et  de  confi- 
gurations d’équilibre  qu’il  y aura  de  valeurs  q correspondantes. 

Faisons  croître  X à partir  de  X0  et,  partant  de  la  valeur  corres- 
pondante qK  de  q , dont  le  point  représentatif  est  M,,  suivons  la 
courbe  que  décrit  Mi . Cette  courbe  est  continue,  au  moins  aussi 

longtemps  que  la  dérivée  existe.  Or,  la  dérivée  est  donnée  par 
la  formule 

dJL  M , dJ_  = « 

àqdX  àl 

Do*ic  cette  dérivée  existe  et  est  unique  tant  que  l’on  aura  ££  o, 

et  l’on  pourra  suivre  parfaitement  le  déplacement  du  point  M<, 
dont  chaque  position  déterminera  une  position  d’équilibre. 

Que  faut-il  pour  que  le  point  M,  soit  représentatif  d’un  équi- 
libre stable?  Il  faut  que  U soit  maximum,  c’est-à-dire  que  l’on  ait 


Or,  nous  pouvons  écrire 

(25) 

Si  Fon  a en  ce  point  a <;  o,  l’équilibre  est  stable.  Il  est  instable  si 
a >>  o;  c’est  pourquoi  nous  appellerons  a coefficient  de  stabilité. 
Tant  que  le  coefficient  de  stabilité  ne  s’annule  pas,  la  dérivée 

~ existe  et  l’on  peut  suivre  la  courbe  de  sans  qu’il  se  présente 

de  difficulté.  De  plus,  la  stabilité  ne  varie  pas  tant  que  ^ existe, 
car  garde  alors  un  signe  conslant  et  ne  s’annule  pas.  Il  n’en  est 
plus  de  même  quand  ~ s’annule,  car  alors  la  tangente  à la  courbe 


dq 5 


< o. 


àq* 
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de  M,  devient  verticale,  ou  bien  il  y a un  point  double.  Nous 
examinerons  ces  cas  particuliers  plus  loin. 

Cherchons  comment  on  peut  déterminer  sur  le  graphique  si  le 
point  M correspond  à un  équilibre  stable  ou  à un  équilibre  instable. 
La  courbe f(q,  A)  = o partage  le  plan  en  deux  ou  plusieurs  régions 
dans  lesquelles  la  fonction f{q,  À)  prend  les  signes  -f-  ou  — . Nous 
conviendrons  de  couvrir  de  hachures  les  régions  où  J{q}  est 
négative.  Considérons  seulement  une  branche  de  la  courbe,  dans 
une  portion  du  plan  où  ne  passe  aucune  aulre  branche  ( fig . 47 )• 


Fig.  47. 


Fig.  47  bis. 


Si  la  fonction  f(q,  À)  a le  signe  -f-  au-dessous  de  la  branche  de 
courbe  considérée,  elle  aura  au-dessus  le  signe  — . Considérons 
le  point  figuratif  M,  qui  correspond  sur  cette  branche  à la  valeur 
A0  du  paramètre,  et  menons  la  droite  A0M.  Si  l’on  suit  cette  droite 
dans  le  sens  des  q croissants,  on  voit  que  la  fonction  f(q,  ^), 
d’abord  positive,  s’annule  sur  la  courbe,  puis  devient  négative. 
Donc  f (q,  décroît  quand  q croît;  on  a donc  en  ce  point  M 

àf 


dq 


<0, 


donc 


a = TT  < 0 3 

àq * 


et  l’équilibre  est  stable  en  M et  le  long  de  la  courbe  qu’il  décrit. 

Dans  la  situation  de  la  figure  47  bis,  si  la  région  négative  est  au- 
dessous,  la  courbe  est  une  courbe  d’équilibre  instable. 

Supposons  maintenant  que  nous  ayons  plusieurs  courbes  d’équi- 
libre dans  le  plan.  Supposons  que  f [q , 1)  soit  positif  entre  la 
première  courbe  et  l’axe  des  A,  alors  cette  fonction  sera  négative 
entre  la  courbe  M1  et  la  courbe  M2,  positive  entre  M2  et  M8,  et 
ainsi  de  suite  {fig.  48). 
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Déplaçons-nous  dans  le  sens  de  q croissant  sur  la  droite 
LMjMoM^  . . . , on  voit  que  sera  un  point  représentatif  d’une 


Fig.  48. 


position  d’équilibre  stable,  M2  d’équilibre  instable,  M3  d’équilibre 
stable  de  nouveau,  et  ainsi  de  suite. 

Ainsi  la  branche  (i)  et  toutes  les  branches  impaires  seront  des 
branches  d’équilibre  stable.  La  branche  (2)  et  toutes  les  branches 
paires  seront  des  branches  d’équilibre  instable.  Cela  aura  lieu  tant 

que  ~ restera  différent  de  zéro  sur  chacune  de  ces  branches. 

98.  Cas  particuliers.  Points  limites  et  points  doubles.  — Consi- 
dérons la  courbe f(q-  X)  = o;  si,  en  un  point,  f'q  s’annule,  alors 
que  reste  fini  et  différent  de  zéro,  la  courbe  en  ce  point  a une 
tangente  verticale.  Si  f'q  = o et  f{  = o,  le  point  est  un  point  singu- 
lier et  nous  nous  bornerons,  dans  ce  cas,  à l’étude  du  point 
double. 

i°  Tangente  verticale.  — Supposons  fq—  o et  o pour 
une  certaine  valeur  de  1.  En  ce  point  M0,  on  aura  une  tangente 
verticale  à la  courbe  /(^,  X).  Dans  ces  conditions,  prenons  1 <<  ; 

si  la  courbe  a la  disposition  indiquée  par  la  figure  49>  on  obtient 
deux  valeurs  de  q au  voisinage  de  M0,  c’est-à-dire  deux  positions 
d’équilibre  dont  les  points  figuratifs  sont  M et  M'.  Quand  1 tend 
vers  ces  deux  positions  tendent  simultanément  vers  M0  et, 
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quand  X > X0,  ces  deux  valeurs  de  q deviennent  imaginaires  conju- 


Fig.  49- 


guées.  Cette  configuration  représentée  par  le  point  M0  est  une 
configuration  ou  une  figure  d' équilibre  limite. 

Au  point  de  vue  de  la  stabilité,  si  /(q-,  X)  est  positif  à droite  de 
la  courbe  et  négatif  à gauche,  nous  aurons  stabilité  en  M et  sur 
toute  la  portion  inférieure  de  la  courbe;  instabilité  en  M'  et  sur 
toute  la  portion  supérieure  de  la  courbe. 

Ainsi,  dans  ce  cas  de  figure,  la  branche  MM0  est  stable,  la 
branche  M0M'  est  instable.  Suivons  la  courbe  d’une  façon  continue, 
en  partant  de  M par  exemple,  et  en  nous  déplaçant  dans  le  sens 
des  X croissants,  nous  rencontrons  des  points  figuratifs  d’équilibre 
stable  jusqu’en  M0  ; mais,  à partir  de  ce  point,  il  faut  revenir  vers 
les  X décroissants,  pour  continuer  à suivre  la  courbe,  et  de  plus 
tous  les  points  sont  des  points  d’équilibre  instable. 

Ainsi  donc,  au  passage  d'un  point  limite , la  stabilité  se 
change  en  instabilité  et  réciproquement . 

20  Point  double.  — Supposons  à la  fois  f — o et  = o,  c’est- 
à-dire 


(26) 


à*  13 

àq% 


<p-u 

ôq  X 


Pour  les  valeurs  X0  et  qQ,  pour  lesquelles  sont  vérifiées  ces  deux 
équations,  on  a généralement  un  point  double.  Nous  supposerons 
qu’il  en  est  bien  ainsi  ( fi  g . 4p  bis). 

Soit  donc  X0  la  valeur  qui  vérifie  à la  fois  ces  deux  équations,  et 
désignons  par  (i)  et  (2)  les  deux  branches  de  la  courbe.  Pour 
rester  sur  la  courbe  (1)  en  traversant  le  point  double,  il  suffira  de 
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prendre  pour  critérium  la  continuité  de  la  tangente.  Enfin,  nous 
supposerons  que  les  signes  de /(<7,  X)dans  les  diverses  zones  sont 
celles  indiquées  sur  la  figure. 


Fig.  4g  bis. 


Prenons  d’abord  X<X0.  Il  correspond  à chaque  valeur  de  X 
deux  positions  d’équilibre  Mi  etM2.  En  Mj  il  y a stabilité  et  enM2 
instabilité.  Quand  X se  rapproche  de  X0,  alors  M,  et  M2  se  rap- 
prochent de  M0  et  viennent  s’j  confondre.  Quand  X continue  à 
croître  et  dépasse  X0,  nous  retrouvons  encore  deux  positions  d’équi- 
libre, dont  M',  et  M'2  sont  les  points  représentatifs.  Mais  actuelle- 
ment la  branche  de  courbe  (i),  et  par  conséquent  le  point  M,,  est 
au-dessus  de  la  courbe  ( 2 ) et  du  point  M2 . En  M'  il  y a maintenant 
instabilité  et  en  M2  stabilité. 

On  dit,  dans  ce  cas,  que  le  point  M0  est  un  point  de  croisement 
ou  de  bifurcation.  On  voit  donc  qu’en  un  point  de  bifurcation 
deux  figures  d1 équilibre  se  confondent , dont  l’une  est  stable  et 
l’autre  instable.  On  voit  de  plus  qu’aw  point  de  croisement  les 
stabilités  s' échangent,  comme  au  point  limite,  avec  cette  diffé- 
rence que  X continue  à croître.  En  suivant  une  même  branche  de 
courbe,  la  figure  d’équilibre  devient  instable  si  elle  était  stable, 
et  inversement. 

3°  Tangente  verticale  et  point  double.  — Il  j a un  cas  plus 
particulier  et  remarquable,  parce  qu’il  se  présente  dans  la  théorie 
de  l’équilibre  d’une  masse  fluide  : c'est  celui  où  l’une  des  tangentes 
au  point  double  est  verticale. 

Nous  nous  plaçons  dans  le  cas  représenté  par  la  figure  5o.  Pour 
X < X0,  il  J a trois  figures  d’équilibre  M*,  M'  et  M2.  Après  X0  pour 
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X > X0.  M|  et  M'  s’évanouissent.  Il  ne  reste  plus  que  M'2.  En  M0 
viennent  se  confondre  trois  positions  d’équilibre,  quand  X croît, 


Fig.  5o. 


dans  le  cas  de  la  figure.  Ce  point  est  à la  fois  un  point  de  croise- 
ment et  un  point  limite. 

En  désignant  par  (i)  la  branche  qui  admet  une  tangente  verti- 


Fig.  5o  bis. 


cale  et  par  (2)  la  branche  qui  traverse  la  précédente,  on  voit  que, 
dans  le  cas  de  la  figure,  la  branche  (1)  donne  des  positions  d’équi- 
libre qui  sont  toujours  stables,  au-dessus  comme  au-dessous  du 
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point  M0 . La  branche  (2)  donne  des  figures  d’équilibre  instables 
avant  M0  et  stables  après.  L’instabilité  .se  change  en  stabilité, 
comme  dans  le  second  cas. 

D’une  façon  générale,  la  nature  de  la  stabilité  ne  change  pas  sur 
la  courbe  à tangente  verticale.  La  stabilité  change  de  nature  au 
point  double  sur  la  courbe  qui  traverse.  La  nature  de  la  stabilité 
sur  la  courbe  à tangente  verticale  est  la  même  que  dans  la  partie 
de  l’autre  courbe  qui  n’est  pas  comprise  entre  ses  branches. 

U échange  des  stabilités  n'a  donc  lieu  que  sur  la  branche 
simple.  On  pourrait  continuer  la  discussion  et  considérer  des 
points  triples,  etc.  Les  cas  que  nous  venons  d’envisager  suffiront 
pour  la  suite  de  cette  étude. 

99.  Application  au  mouvement  d’un  point  sur  un  cercle  tournant. 
— Nous  allons  traiter  un  problème  élémentaire  de  mécanique 
rationnelle,  en  nous  plaçant  aux  divers  points  de  vue  développés 
ici,  avec  les  divers  cas  particuliers. 

Soit  un  cercle  qui  tourne  avec  une  certaine  vitesse  angulaire 
autour  de  son  diamètre  vertical.  Un  point  M,  assujetti  à rester  sur 
ce  cercle  y glisse  sans  frottement.  On  se  propose  de  chercher,  en 
fonction  de  la  vitesse  angulaire  de  rotation,  les  positions  d’équi- 
libre, et  d’étudier  leur  stabilité. 

La  fonction  dont  dérive  la  force  appliquée  au  point  matériel  est 

U = mg  z -1-  ~ m ; 

en  prenant  l’angle  0 pour  la  coordonnée  qui  définit  la  position  du 
mobile  (fig>  5i),  on  peut  l’écrire 

U = /?i^R  cos  0 -4-  - mcb2R2  sin20  = mw2R2  ^X  cos0  H-  * sin2  0^ 
en  posant 

X — ê 
w2R 

La  position  du  système  dépend  de  9;  le  paramètre  varie  avec  la 
vitesse  de  rotation  a). 

Les  positions  d’équilibre  sont  données  par  l’équation 
dU 


ou 


U'  = sin  0(cos0  — X)  = o. 
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Quand  X varie  d’une  façon  continue,  on  obtient  des  séries  linéaires 
de  position  d’équilibre. 

Construisons  la  courbe  correspondant  à l’équation  d’équilibre. 
Elle  comprend  d’abord  les  droites  9 — o et  0=zhÂ’7r,  qui  sont 
parallèles  à l’axe  horizontal,  et  la  sinusoïde  X = cos0,  qui  serpente 

Fig.  5i.  Fig.  5i  bis. 


autour  de  l’axe  vertical  {fig*  5i  bis).  Ne  considérons  que  la  partie 
comprise  entre  — 7T  et  — f—  7r,  et  marquons  de  hachures  les  régions 
où  U'  est  négative. 

Nous  remarquons  que  X est  essentiellement  positif,  d’après  sa 
valeur  indiquée  plus  haut;  par  conséquent,  il  part  de  o et  peut 
d’ailleurs  augmenter  indéfiniment.  Pour  X = i,  nous  aurons  un 
point  double  avec  tangente  verticale  au  point  M0. 

Lorsque  X est  très  grand,  c’est-à-dire  ca  très  petit,  il  n’y  a que 
deux  positions  d’équilibre  P et  P',  car  P"  n’est  autre  chose  que  P'. 
P correspond  à 9 = o et  P'  à 9 = n.  La  position  P est  stable  et  P' 
est  instable.  Il  en  est  ainsi  aussi  longtemps  que  X>  i . Ce  sont  les 
deux  extrémités  M et  M'  du  diamètre  vertical  du  cercle  O ( fig . 5i). 
La  position  M est  stable. 

Lorsqu’on  a o < X < i , il  y a quatre  positions  d’équilibre 
M,,  Mj,  M,  M';  alors  M et  M7  sont  des  positions  d’équilibre 
instable,  tandis  que  M|  et  M',  sont  des  positions  d’équilibre  stable. 
Ce  sont  les  mêmes  points  sur  le  cercle  O.  La  position  M est 
devenue  instable. 

Quand  X diminue,  c’est-à-dire  quand  co  augmente,  9 tend 


APPELL.  — IV. 
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vers  ^ et  les  positions  d’équilibre  stable  M,  et  M',  tendent  vers  B 

et  B'  situés  sur  le  diamètre  perpendiculaire  à l’axe  de  rota- 
tion. * 

La  position  X = i est  à la  fois  une  position  limite  et  une  posi- 
tion de  bifurcation.  En  ce  point,  les  positions  M,  M,,  M'  sont 
confondues  en  M0,  et  c’est  une  position  d’équilibre  stable.  On  voit 
que,  conformément  à la  théorie  générale,  la  stabilité  est  de 
même  nature  sur  la  sinusoïde  et  sur  la  partie  de  l’axe  des  X exté- 
rieure à la  sinusoïde. 


100.  Système  à n variables  dépendant  d’un  paramètre.  — Consi- 
dérons un  paramètre  X.  Soit  U(^1 , q2-,  . ..,  qn,  X)  une  fonction  de 
n coordonnées  et  de  ce  paramètre,  telle  que  le  système  est  en 
équilibre  stable  quand  elle  est  maximum.  Les  conditions  d’équi- 
libre sont  alors 


(27) 


_ dû 

àqx  ’ àq^ 


dû 

àqn 


De  ce  système  d’équations  on  tirera  la  valeur  des  n coordonnées 
du  système  pour  lesquelles  l’équilibre  a lieu.  On  obtient  d’ail- 
leurs ces  valeurs  en  fonction  de  X.  Quand  X varie,  ces  valeurs 
varient  également  et  l’on  obtient,  en  suivant  une  même  série  de 
déterminations  des  paramètres  q , une  série  linéaire  de  positions 
d’équilibre. 

Nous  poserons  pour  les  solutions  du  système  (27) 


(28)  qx  = Ç1(X),  q.2=  <p2(X),  ....  ?n=<p*(X). 


Ces  équations  représentent  une  branche  de  courbe  dans  l’espace 
à n -f-  1 dimensions.  Nous  pourrons  suivre  celte  branche  de  courbe 
quand  X variera,  et  les  diverses  positions  du  point  variable  M de 
cette  courbe  représenteront  des  positions  d’équilibre.  Partons 
d’une  position  d’équilibre  stable  par  exemple,  correspondant  à une 
certaine  valeur  de  X,  nous  n’éprouverons  aucune  difficulté  pour  la 
détermination  de  la  nature  de  l’équilibre  tant  que  certains  éléments 
ne  s’annulent  pas. 
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Dérivons  par  rapport  à 1 le  système  (27),  il  vient 

1 d2U  dqx  J2 U dq%  d2U  dqn  ^ d 2 U 

I dq ? d\  ~1'  dqxdqi  d\  àq\ ôqn  d\  dq\dX 

\ d2U  dqx  d2V  dq%  d2U  dqn  + d2U 

(29)  ! àq^dqx  d\  dq\  dX  dq^dqn  dX  dq^dX 


f dâU  d<Il  d2U  dq 2 à2  U dqn  ^ d2U 

\ dqn  àqv  dX  dqnàq^  dX  dq\  dX  dqndX 

De  ce  système  (29),  on  tirera  sans  ambiguïté  les  valeurs  de 

dqx  dq2  dqn 

dX’  ~dX*  ~dX1 

à moins  que  le  déterminant  de  leurs  coefficients  ne  soit  nul  : 


O2  U 

d2  U 

d2U 

àqf 

dq \ dq2 

dqx  dq , 

à2  U 

d2  U 

<*2U 

àq2 dq 1 

àqî 

dq 2 dq, 

d2  U 

d2  u 

d2\3 

dqn  dq  1 

dqn  dqx 

dql 

Ce  déterminant  A est  le  déterminant  fonctionnel  des  dérivées 
premières,  considérées  comme  fonction  des  paramètres  q.  En 
posant,  pour  abréger  l’écriture, 

d2U 

aik  = 1 ï — ) 

oqt  dq/c 

on  a 

A = | aik  j. 

Tant  que  A est  différent  de  o,  nous  obtenons  pour  les  — des 

valeurs  bien  déterminées,  et  nous  pouvons  suivre  par  continuité 
sur  la  courbe  la  série  des  positions  d’équilibre.  Mais  si  pour  une 
certaine  valeur  1 — X0  on  a A = o,  on  se  trouve  alors  dans  un  cas 
singulier.  Nous  supposerons,  comme  dans  le  cas  d’un  seul  para- 
mètre, que  ce  point  singulier  est  du  premier  ordre,  c’est-à-dire 
que,  pour  cette  valeur,  les  mineurs  de  A ne  sont  pas  tous  nuis. 

Nous  supposerons  par  exemple  que  le  mineur  au  moins  est 
différent  de  o. 


= °> 
= 0, 

: O. 
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Quelle  est  alors  la  condition  pour  que  U soit  maximum? 
Considérons  une  position  d’équilibre  où  les  paramètres  q ont 
des  valeurs,  fonctions  de  A,  et  connues.  Considérons  une  position 
infiniment  voisine  et  soient 


q 1 ^1,  q 2+  ho,  . . . , qn^r-  hn 

les  nouvelles  coordonnées  du  système.  On  aura  pour  la  nouvelle 
valeur  de  U 


qï-+-  ho_,  qn~hhn) 


T T I 7.,^2U  JJ 

— U -4-  h 1 — — - — h h\  ho 

1.2  àqj 

— U Q'ikhihk-}-  H. 


_àHJ_ 

àqiàq-2 


..-f-  H 


Les  termes  du  premier  degré  en  h 1,  /ï2,  • • • , hn  ont  disparu,  caron 
a ici  dans  la  position  d’équilibre 


dû  _ dU  _ o dU  _ 

dq  1 ’ ôq  2 3 ’ ()qn 

H contient  les  termes  d’ordre  supérieur  au  second.  Pour  que  la 
fonction 

u(? h q 23  ■ • ••  qn) 


soit  maximum,  il  faut  et  il  suffit  que  la  forme  quadratique 

2 aikhihk 

soit  définie  et  négative. 

Faisons  le  changement  de  variables 


h y — Cil  kl  -h  C12  k%-+- . . . H-  Gin  kn, 

ho.  = c2i  ki  — 1~  c29  k%  . . . — (—  Cou  knj 

J 

V hn  = cni  A?i  H—  C/12  k<2  H- . . . H-  cnn  kn. 

Les  nouvelles  coordonnées  du  système  seront  k{,  /f2,  . . .,  kn. 
Soit  D = | dk | le  déterminant  de  cette  substitution.  Nous  pouvons 
réduire,  par  une  substitution  appropriée,  la  forme  quadratique 
à une  somme  de  carrés  et  cela  d’une  infinité  de  manières,  de  façon 
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à avoir 


Le  discriminant  de  la  nouvelle  forme  est  égal  au  discriminant 
de  l’ancienne  multipliée  par  le  carré  du  déterminant  de  la  substi- 
tution 


On  voit  que  le  produit  des  a ne  peut  s’annuler  que  si  A s’annule  et 
réciproquement,  et  que  le  signe  du  produit  est  le  même  que  le 
signe  de  A.  Ainsi  A ne  change  de  signe  que  si  l’un  des  a s’annule. 

Poincaré  appelle  pour  cela  les  a les  coefficients  de  stabilité  du 
système.  Pour  que  l’équilibre  soit  stable,  il  faut,  comme  nous 
l’avons  vu,  que  'la,khihjc  soit  une  forme  définie  négative.  Pour 
cela,  il  faut  et  il  suffit  que  tous  les  a soient  négatifs. 

Dès  que  l’un  des  a devient  positif,  il  y a instabilité,  car  en 
déplaçant  le  système  de  façon  que  k , par  exemple  seul  ne  soit  pas 
nul,  si  ai  est  positif,  dans  ce  déplacement  la  forme  quadra- 
tique hai/chilit  sera  positive  et  l’équilibre  instable.  Si  un  seul  des 
coefficients  est  positif,  il  y a instabilité  du  premier  degré.  Si  deux 
coefficients  sont  positifs,  l’instabilité  est  du  second  degré  et  ainsi 
de  suite. 

101 . Réduction  au  cas  d’une  variable  à un  paramètre.  — Pour 
étudier  comment  se  succèdent  les  positions  d’équilibre  stable  et 
instable,  quand  on  suit  par  continuité  une  série  de  positions 
d’équilibre,  Poincaré  a ramené  le  cas  général  au  cas  d’une  variable 
et  d’un  paramètre,  de  la  façon  suivante. 

Dans  la  discussion  du  numéro  précédent,  nous  avons  tiré  les 
valeurs  des  paramètres  q en  fonction  de  X,  du  système  (27)  qui 
définit  l’équilibre 


(32) 


S ant  hi  h/c  = a 1 -f-  a2  k\  -h . . . -h  a/t  kjt 


(33) 


axa,  . . . a/t  = AD2. 


(34) 


dU  dU 

àqi  ~ °’  àq-2 


dU 

àqn 


Nous  allons  maintenant  procéder  autrement.  Des  71 -f- 1 dernières 
équations  précédentes,  nous  tirons  q gr3...,  qn  en  fonction 
de  qx  et  de  X.  Pour  que  cela  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que 
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soit  différent  de  o le  déterminant  fonctionnel  suivant  : 


d“  IJ 

d2u 

d2U 

dq\ 

ôq-2  âqz 

ôq.àqn 

d2U 

d2U 

d*U 

dq 3 ôq 2 

àql 

)qz àqn 

d2U 

d2U 

d2U 

ôqn  d</2 

ôqn  àq 0 

àql 

Or  ce  déterminant  n’est  autre  que  , et  nous  avons  supposé 

que  cette  expression  n’est  pas  nulle  dans  la  position  d’équilibre 
étudiée,  pour  1 = X0,  ni  par  conséquent  dans  un  certain  champ 
voisin. 

Ainsi  pour  1 variant  dans  un  certain  intervalle  de  A0  — l à A0  ~h  l, 
nous  pouvons  tirer  des  équations  (34)  les  valeurs  des  paramètres  q 
en  fonction  de  <7,  et  de  X.  Alors  U (qK , q2  • . . qn)  deviendra  U ( q , X) 
et  si  U (q{ , q2 . . • qn,  est  maximum  en  considérant  qu  q2.  . .qn 
comme  des  variables  indépendantes,  en  remplaçant  q2,q<t-  • -qn 
par  leurs  valeurs  en  fonction  de  qK  et  de  A,  la  fonction  obte- 


nue LJ(^|,X)  sera  encore 


* d2U 

maximum,  et  par  conséquent  sera 


négatif.  La  réciproque  ne  serait  pas  vraie. 

Nous  pouvons  raisonner  maintenant  sur  U(^i,A)  comme  sur 
une  fonction  à une  variable  et  à un  paramètre. 


i°  Calculons  d’abord 


dU  _ dU  dU_  dq2  dU  dgn 

dqx  dq\  ôq 2 d\  ’ ‘ ’ dqn  dX 


Mais  puisque  U (qA , q2  . . • qnx  ) 
à une  position  d’équilibre,  on 


(36) 


dU 

àq2 


dU 

àq-i 


dU 

àqn 


et  il  vient 


dU  dU 
dq 1 dq\ 


2°  Calculons  ensuite  la  dérivée  seconde,  en  tenant  compte 
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de  (36), 
J<r  1 — 


d2U 
: àqï 


d2U  dqt  d2ll  dq%  l d2U 

àq\àq2  dX  àqxàqz  dX 


dq'\  dq\  ~~r~  àq\ àq*  dX  àqxàqz  dX  1 àq\àqn  dX 

expression  que  nous  pouvons  écrire  sous  la  forme 

d2U 


(P  U d2U  <^2 
(i7)  + ^Tdg,  dï 


()qx  ôq  a dX 


Écrivons  de  même,  en  les  différentiant  par  rapport  à , les  n — i 
dernières  équations  (36),  on  a 


1 PU 

PU 

dq \ 

PU 

dq-,\ 

d2U 

dqn  _ 

1 àq*  ôq\ 

dq\ 

dqi 

àq 2 

dq\ 

àq2àqn 

dq  1 

| PU 

PU 

dq 2 

(J2  U 

dq  3 

PU 

dqn  __ 

l àqzdqx 

ôq  z àqx 

dq  1 

(%i 

àq 3 

dqx 

/ PU 

PU 

dq2 

P U 

dq  3 

d2U 

dqn 

àqnàq  1 

àqn  àq * 

dq\ 

àqn  )qz 

^1 

dqx 

Ces  n équations  (37),  (38)  sont  satisfaites  par  hypothèse  si  Ton 


remplace  les  n — 1 quantités 


dqn 

dq\ 


par  leurs  valeurs. 


t suivant  est 

donc 

nul  : 

— fq  1 + 

£ï-t  2 

«13  • • 

• «1» 

«21 

«22 

«23 

«2/1 

Uni 

«/12 

««3 

«/l/l 

Ce  qui  peut  s’écrire 


~f<7i 


(JA 
à «n 


A = o 


r ü 

Jq'da  „ 


Nous  savons  qu’avec  nos  hypothèses  on  a 
à^ 


d«i 


7*  O, 


A = aja2  . . . a„  — • 


PU 


dq'\  ’ 


et  nous 


Cette  relation  nous  instruit  donc  du  signe  de  f'q 

savons  que  si  la  position  qx , q2 , ^3, . . . , qn  est  stable,  cette  fonction 
doit  être  négative. 
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102.  Application  à la  détermination  des  courbes  de  stabilité.  — 
Nous  pouvons  maintenant  appliquer  à l’équilibre  d’un  système, 
dont  la  position  dépend  de  plusieurs  coordonnées,  ce  que  nous 
avons  dit  de  l’équilibre  d’un  système  à coordonnée  unique. 

Considérons  la  courbe  qui  représente  graphiquement  dans  un 
plan  les  positions  d’équilibre,  c’est-à-dire 


/(?! 


d\J 

A } = dql  = °' 


Partons  d’une  position  d’équilibre  stable  de  notre  système  à 
plusieurs  coordonnées.  Dans  ces  conditions,  les  a sont  négatifs, 

v d*  U.  , -, 

comme  nous  1 avons  vu,  et  est  negatit. 

Faisons  varier  maintenant  À d’une  façon  continue.  La  valeur 
de  fq i ne  change  pas  de  signe  tant  qu’aucun  des  a n’est  nul. 
Donc  le  système  reste  stable  tant  que  l’un  des  a ou  que  fqx  ne 
s’annule  pas. 

Si  fqx  s’annule  en  un  point  pour  lequel  on  a "k=f0  alors  l’un 
des  ol  et  un  seul  s’annule.  En  effet,  si  deux  des  a s’annulaient,  la 
somme  (32  ) se  réduirait  à n — 2 carrés  et  par  conséquent  tous  les 
mineurs  s’annuleraient  pour  cette  valeur  ce  qui  est  contraire 
à l’hypothèse. 

Ainsi  la  configuration  que  nous  suivons  et  qui  est  stable  au 
début  reste  stable  aussi  longtemps  que  f'qx  ne  s’annule  pas,  c’est-à- 
dire  aussi  longtemps  que  tous  les  a sont  différents  de  o. 

Supposons  maintenant  que  a,  par  exemple  s’annule,  tous  les 
autres  a restant  négatifs. 


i°  Il  peut  y avoir  une  figure  limite  relative  à U (^i,  X).  Dans  ce 
cas,  les  stabilités  s’échangent  sur  les  deux  branches  de  la  courbe 
plane.  On  voit  facilement  à quoi  cela  correspond.  Au  point  M0,  f 
s’annule  et  change  de  signe.  Par  conséquent,  oct  s’annule  et  change 
de  signe  aussi,  et,  dans  le  système  à n paramètres,  la  stabilité  fait 
aussi  place  à l’instabilité  ( fig.  49)- 

2°  Il  peut  y avoir  égalemsnt  un  point  double  de  la  courbe 


plane,  c’est-à-dire  de  la  courbe  U(^1 , À)  = o.  Pour  la  branche 


(i),  étant  données  les  conditions  de  la  figure,  nous  savons  qu’il  y a 
stabilité  pour  À<C  X0  et  instabilité  pour  A >»  10.  Pour  la  branche  (2), 
c’est  le  contraire  ( fig.  49  bis). 
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Suivons  la  branche  (i)  : notre  f,  d'abord  négatif,  s’annule  au 
point  double,  puis  devient  positif.  Par  conséquent  a,  négatif 
d’abord,  comme  les  autres  a,  s’annule  et  devient  positif. 

Suivons  maintenant  la  branche  (2).  De  même  f d’abord  positif 
s’annule  pour  X = X0  et  devient  négatif.  Il  faut  donc  nécessaire- 
ment qu’un  des  a d’abord  positif,  s’annule  et  devienne  négatif. 
C’est  d’ailleurs  le  même  a que  précédemment,  c’est-à-dire  a,, 
puisque  pour  X = X0  un  seul  paramètre  peut  s’annuler,  par 
hypothèse. 

Pour  le  système  correspondant  à n coordonnées,  cela  veut  dire 
qu’en  partant  d’un  équilibre  stable  et  suivant  une  certaine  série 
linéaire  de  configurations,  la  stabilité  est  conservée  jusqu’en  X0. 
Si  alors  nous  continuons  à suivre  la  même  série  linéaire,  nous 
trouvons  maintenant  des  positions  d’instabilité,  car  a{  d’abord 
négatif  est  devenu  positif.  Mais  puisqu’il  y a point  double , on 
peut  bifurquer  dans  une  autre  direction  où  a{  reste  négatif  et  où 
l’équilibre  reste  stable. 

3°  Quand  le  système  du  plan  a un  point  double  avec  tangente 
verticale , nous  voyons  de  même  que  pour  le  système  à n coordon- 
nées on  peut  suivre  deux  séries  de  configurations  d’équilibre. 
Pour  des  valeurs  X < X0,  par  exemple,  on  aura  trois  figures  d'équi- 
libre ; pour  les  valeurs  X >>  À0  on  n’en  aura  plus  qu’une.  On  voit 
alors  que  si  l’équilibre  est  instable  sur  la  courbe  (2)  il  sera  stable 
après,  et  qu’il  sera  stable  sur  toute  la  branche  (1). 

103.  Application  à la  stabilité  des  figures  d’équilibre  d’une  masse 
fluide.  — Nous  considérons  le  moment  cinétique  p comme  donné. 

L’équilibre  sera  stable  si  l’on  a W — ^ y maximum.  Ici  le  para- 
mètre dont  dépendent  les  positions  d’équilibre  stable  est  p. 

Rappelons  qu’au  point  de  vue  des  dimensions,  en  désignant  par 
L,  M,  T la  masse,  la  longueur  et  le  temps,  on  a pour  les  formules 
de  dimensions 

W = ML- T-2,  I = ML2,  p ==  ML2  T-1. 

Nous  allons  rendre  l’expression  W — y y indépendante  du 
choix  des  unités  de  la  façon  suivante.  Désignons  par  0 la  durée  de 
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la  révolution,  par  T le  volume  du  fluide,  et  par  M sa  masse.  En 
remplaçant  W,  I et  p par  les  expressions 

I hl  e 

MT»  MT"*  MT^ 


on  aura  des  quantités  indépendantes  des  unités  choisies,  c’est-à- 
dire  de  simples  nombres.  L’expression  qui  doit  être  maximum 
devient 


C’est  une  expression  également  indépendante  du  choix  des  unités. 

On  voit  que  son  maximum  est  le  même  que  celui  de  W — > 

mais  on  n’a  plus  à tenir  compte  des  unités.  Le  nouveau  paramètre 

qui  remplace  p est  alors  /.  = — — -.  C’est  à un  facteur  numérique 
MT" 

près  le  paramètre  que  nous  avions  introduit  dans  l’étude  des  ellip- 
soïdes d’équilibre.  En  effet,  on  avait  posé 


k 


5op2  /4_*p\3 . 
3/M*  \ 3 M / ’ 


f est  le  coefficient  de  l’attraction  qui  a pour  dimensions 


et  sera  un  nombre.  Enfin  ^ a pour  dimensions  On  a 

donc,  au  point  de  vue  des  dimensions, 


6IVP  _ a 8 
MT^ 


k et  À ont  donc  bien  les  mêmes  dimensions  : le  rapport  X : \J  k est 
un  certain  nombre  abstrait  K,  et  la  variation  de  l2  est  la  même 
que  celle  de  k . 

Ces  considérations  nous  permettent  d’utiliser  directement  les 
résultats  établis  au  début  du  cours  dans  la  forme  même  où  ils  ont 
été  établis,  n°  23.  La  figure  52  donne  en  SM0  la  courbe  des  ellip- 
soïdes de  Maclaurin,  en  M'0,  M0,  M"  celle  des  ellipsoïdes  de  Jacobi, 
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qui  se  projette  en  Am0B  sur  le  plan  S0£.  La  cote  des  différents 
points  représentatifs  est  donnée  par  la  valeur  de  X2,  qui  rem- 
place k. 


Partons  de  X — o,  nous  avons  une  masse  fluide  immobile  et  la 
figure  stable  est  la  sphère , car  pour  la  sphère  W est  un  maximum 
absolu,  point  S. 

Donnons  à X des  valeurs  croissantes,  p augmente  et  aucun  des 
coefficients  de  stabilité  ne  s’annule  tant  que  nous  ne  trouvons  pas 
une  figure  de  bifurcation.  Les  figures  d’équilibre  sont  donc  stables 
et  nous  savons  que  ce  sont  des  ellipsoïdes  de  Maclaurin. 

Si  X continue  à croître,  le  point  figuratif  monte  sur  la  courbe 
depuis  S jusqu’en  E ou  M0.  Nous  savons  en  effet  que  la  première 
figure  de  bifurcation  qu’on  rencontre  est  précisément  E,  ellip- 
soïde d’équilibre  commun  aux  Maclaurin  et  aux  Jacobi. 

A ce  moment,  un  des  coefficients  s’annule.  Nous  savons  que  le 
point  E est  un  point  limite  pour  la  courbe  des  Jacobi,  mais  non 
pour  celle  des  Maclaurin.  Si  donc  nous  continuons  à suivre  la 
branche  des  Maclaurin,  le  coefficient  qui  s’annule  devient  négatif 
et  l’équilibre  instable  sur  M0E0.  Mais,  si  nous  bifurquons,  cet  a 
redeviendra  positif  sur  les  deux  branches  des  ellipsoïdes  de 
Jacobi , où  l’équilibre  sera  stable  sur  M0  M0  et  sur  M0M".  Nous 
sommes  en  effet  dans  le  cas  d’un  point  double  avec  tangente  à la 
branche  des  Jacobi,  perpendiculaire  à l’axe  OX.  Gomme  les  deux 
branches  de  la  courbe  des  Jacobi  sont  réelles  pour  des  valeurs  X > X0 


? 


A 


284  FIGURES  D'ÉQUILIBRE  D’UNE  MASSE  LIQUIDE  EN  ROTATION. 

( X0  correspondant  à E),  nous  savons  que  ces  deux  branches  cor- 
respondent à des  ellipsoïdes  stables. 

Suivons  donc  maintenant  la  courbe  des  ellipsoïdes  de  Jacobi. 
Nous  aurons  encore  des  figures  stables  tant  qu’aucun  des  coeffi- 
cients a ne  s’annule,  c’est-à-dire  jusqu’à  ce  que  nous  rencontrions 
une  nouvelle  figure  de  bifurcation,  E,  ou  E, . 

La  première  figure  que  l’on  rencontre  est  celle  du  jacobien  cri- 
tique E,  d’où  dérivent  les  figures  pirif ormes.  Soit  X'0  la  valeur 
du  paramètre  en  ce  point.  Que  se  passera-t-il  si  l’on  continue  à 
faire  croître  a?  De  E à E,  les  jacobiens  étaient  stables.  Si  l’on 
continue  sur  cette  courbe,  on  trouvera  des  jacobiens  instables.  Il 
semble  donc  que  pour  continuer  à trouver  des  figures  stables,  il 
suffise  de  bifurquer  sur  la  courbe  des  figures  piriformes.  Remar- 
quons que  cette  courbe  a un  point  limite  pour  E,,  et  se  compose 
dans  le  voisinage  de  deux  courbes  symétriques,  parce  que  la  figure 
infiniment  voisine  du  jacobien  critique  peut  être  piriforme  par  le 
haut  ou  par  le  bas,  comme  on  l’a  vu.  C’est  donc  sur  cette  courbe 
que  se  portera  la  stabilité,  si  elle  existe.  Il  faut  pour  cela  que  les 
branches  de  cette  courbe  soient  au-dessus  de  E1?  c’est-à-dire 
qu’elles  soient  réelles  pourÀ<À'0.  Elles  seront  stables  seulement 
si  ces  courbes  sont  situées  au-dessus  du  plan  mené  par  E,  perpen- 
diculairement à O À.  Elles  ne  seront  pas  stables  dans  le  cas  contraire. 

104.  Instabilité  de  la  figure  piriforme.  — On  a vu  au  n°  96  un 
théorème  de  Poincaré  d’après  lequel  la  condition  nécessaire  pour 

l’équilibre  stable  est  que  l’expressiun  W — ~ soit  maximum.  Mais 

cette  condition  exige  que  la  déformation  ait  lieu  sans  frottement, 
sans  forces  dissipatives.  Or,  dans  la  transformation  d’un  ellipsoïde 
en  un  autre  ellipsoïde,  comme  pour  le  passage  des  ellipsoïdes  de 
Maclaurin  à ceux  de  Jacobi,  avec  l’ellipsoïde  de  bifurcation  E, 
cette  condition  peut  se  trouver  réalisée. 

En  effet,  il  suffit  de  concevoir  que  toutes  les  couches  molé- 
culaires, parallèles  à l’un  des  plans  principaux,  se  contractent  ou 
se  dilatent  uniformément  et  normalement  à ce  plan.  La  figure 
reste  ellipsoïdale  et  les  molécules  subissent  toutes  une  translation 
proportionnelle  a leur  distance  à ce  plan  et  qui  n’introduit  aucun 
déplacement  relatif  des  points  voisins,  et  par  conséquent,  aucun 
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frottement.  Soit  par  exemple  un  ellipsoïde  d'axes  a,  b,  c.  Multi- 
plions toutes  les  distances  au  plan  bc  par  celles  au  plan  ac 
par|->  celles  au  plan  ab  par  ^ , avec  la  condition  a'b’c  = abc 

qui  conserve  le  volume.  Nous  avons  réalisé  un  nouvel  ellipsoïde 
d’axes  a , b',  c' , toujours  homogène,  de  même  volume  et  de  même 
densité,  sans  aucun  glissement  de  molécules  l’une  sur  l’autre. 

Schwarzschild  [Die  Poincaresche  Théorie  des  Gleichg  ewichts 
Annalen  der  K.  Sternwarte , München,  Bd  3,  1898)  a fait 
remarquer  que  la  condition  ci-dessus,  déterminée  par  Poincaré, 
ne  s’appliquait  plus  aux  figures  voisines  des  ellipsoïdes,  comme  la 
figure  piriforme,  où  la  déformation  introduit  nécessairement  des 

glissements  et  des  frottements.  Le  maximum  de  NV  — n’était 

plus  un  critérium  suffisant.  Schwarzschild  montre  que  la  figure 
stable  sera  celle  dont  le  moment  d’inertie  sera  le  plus  grand. 

Poincaré  reconnaît  le  bien-fondé  de  cette  critique,  et,  dans  un 
important  Mémoire  Sur  la  stabilité  de  t équilibre  des  figures 
pirif ormes  affectées  par  une  masse  fluide  en  rotation  ( Phil . 
trans . of  the  Royal  Soc.  of  London,  t.  198,  1901)  il  reprend  la 
question  pour  cette  figure  particulière.  Par  une  méthode  remar- 
quable, basée  sur  l’expression  de  l’énergie  d’une  double  couche,  il 
va  jusqu’à  la  deuxième  approximation  pour  la  forme  de  la  surface 
et  en  déduit  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  la  stabilité. 
Il  s’agit  de  déterminer  le  signe  d’une  série  dont  deux  termes  seule- 
ment sont  négatifs,  et  Poincaré  donne  tous  les  éléments  du  calcul. 

G. -H.  Darwin,  qui  déjà  s’était  occupé  des  jacobiens  depuis 
1887,  et  qui  venait  de  publier  un  Mémoire  sur  la  traduction  des 
fonctions  de  Lamé,  pour  les  adapter  aux  calculs  numériques  et 
pratiques,  applique  alors  sa  méthode  au  calcul  exact  de  la  figure 
piriforme,  et,  l’année  suivante,  sur  les  conseils  de  Poincaré,  aborde 
l’étude  de  la  stabilité  de  cette  figure.  11  traduit  les  notations  de 
Poincaré  suivant  sa  méthode,  pousse  le  calcul  assez  loin  et  en 
conclut  que  la  figure  piriforme  est  stable.  Du  moins  il  lui  paraît 
impossible  que  le  résidu  non  calculé  puisse  changer  les  résultats. 

Le  très  important  Mémoire  de-  Liapounofï  sur  la  stabilité  des 
figures  ellipsoïdales  d’un  liquide  animé  d’un  mouvement  de  rota- 
tion (1884),  écrit  en  russe,  ne  fut  connu  qu’en  1904  par  la  Ira- 
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duction  de  Davaux  dans  les  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences 
de  Toulouse.  A la  demande  de  Tchebytchef,  il  avait  recherché 
s’il  n’y  avait  pas  d’autres  ellipsoïdes  de  bifurcation  analogues  à 
l’ellipsoïde  de  Maclaurin,  qui  devient  la  souche  des  ellipsoïdes  de 
Jacobi,  Il  avait  abouti  aux  mêmes  résultats  que  Poincaré,  et  vers  la 
même  époque.  Il  reprend  ces  questions  en  1905,  dans  une  étude 
générale  résumée  dans  son  Mémoire  Sur  un  problème  de  Tche- 
bytchef. Il  démontre  alors  que  la  figure  piriforme  n = 3 est 
instable  et  que  des  deux  figures,  positives  et  négatives,  obtenues 
pour  n =4,  négative  est  stable  et  la  positive  instable. 

Il  démontre  que  la  figure  d’équilibre  est  stable  ou  instable,  sui- 
vant que  l’expression 


est  minimum  ou  non  pour  cette  figure.  Dans  cette  expression,  la 
densité  est  1,  l’intégrale  double  est  étendue  à tous  les  éléments  dr 
et  dr  du  volume  fluide,  associés  deux  à deux  et  situés  à la  dis- 
tance rl’un  de  l’autre,  M0  est  la  constante 

{JL2  CO2 12 

2*/  ~ 2 Tzf 

I désignant  le  moment  d’inertie  par  rapport  à l’axe  de  rotation. 
Cette  expression  est,  en  somme,  l’analogue  de  celle  de  Poincaré,  etla 
remplace  pour  les  figures  non  ellipsoïdales.  M.  LiapounofF  a con- 
sacré tout  un  Mémoire  à la  recherche  du  minimum  de  II.  Faisant 
en  particulier  les  calculs  numériques  pour  la  figure  piriforme,  il 
trouve  que  II  n’est  pas  minimum  et  que  la  figure  est  instable. 

A la  suite  de  ces  travaux,  G. -H.  Darwin  reprend  ses  calculs  et 
retrouve  le  même  résultat  relatif  à la  stabilité  de  la  figure  piri- 
forme. En  1910,  Ladislas  Bénès  refait  tous  les  calculs  indiqués 
par  Poincaré,  en  parlant  des  mêmes  formules,  mais  sans  pouvoir 
pousser  jusqu’au  bout  les  calculs  numériques,  ni  trancher  défini- 
tivement la  question.  Cependant  il  croit  pouvoir  affirmer,  d’après 
l’allure  des  résultats,  que  la  figure  piriforme,  est  instable.  En  191 1, 
Poincaré  disait  encore  dans  ses  Leçons  sur  les  hypothèses  cosmo- 
goniques, p.  189  : « La  figure  piriforme  avons-nous  dit,  est  peut- 
être  stable,  mais  il  n’est  pas  certain  qu’elle  le  soit  réellement, 
Sir  G. -H.  Darwin  a trouvé  que  cette  figure  est  stable,  mais  d’après 
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M.  Liapounoff  elle  serait  instable.  Pour  trancher  la  question,  il 
faudrait  recommencer  le  calcul.  Or,  ce  calcul  est  extrêmement 
pénible.  » 

C’est  J. -H.  Jeans  qui  a tranché  définitivement  la  question  et 
conclu  à l’instabilité.  Ce  résultat,  annoncé  et  résumé  dans  The 
Qbservatory , p.  199,  1916,  est  publié  dans  les  Mémoires  of  the 
Roy.  Astr.  Soc.  (t.  62,  1917).  Il  reprend  les  calculs  de  Darwin  en 
utilisant  le  second  critérium  de  Poincaré  et  celui  de  Schwarzschild 
sur  la  variation  du  moment  d’inertie  I,  pour  la  détermination  de 
la  nature  de  l’équilibre  au  point  de  bifurcation.  En  première 
approximation,  I reste  constant  et  la  ligne  de  bifurcation  reste 
horizontale.  En  deuxième  approximation,  la  ligne  de  bifurcation 
est  parabolique,  mais  il  y a une  infinité  de  paraboles  répondant 
à l’équilibre  au  point  de  bifurcation.  La  solution  n’est  donc  pas 
déterminée  si  l’on  se  contente  du  second  ordre.  Darwin  a calculé 
l’une  de  ces  paraboles,  mais  seulement  une,  et  qui  conduisait  à un 
équilibre  stable.  Jeans  pousse  donc  les  calculs  jusqu’à  la  troisième 
approximation.  On  voit  alors  qu’il  n’y  a qu’une  parabole  bien 
déterminée  relative  aux  conditions  d’équilibre.  Le  moment  d’inerlie 
correspondant  à ces  conditions  est  décroissant  et  la  figure  piri- 
forine  est  instable  (*). 

En  ce  point  critique,  les  deux  figures  possibles  théoriquement, 
jacobien  et  piriforme,  deviennent  donc  instables  au  même  degré, 
instabilité  du  premier  degré.  Toutefois,  la  déformation  de  la  figure 
d’équilibre,  en  bifurquant  vers  les  piriformes,  introduit  des  frotte- 
ments et  des  forces  dissipatives,  qui  font  obstacle  à la  stabilité  sup- 
plémentaire, que  pourraient  introduire  la  rotation  et  les  forces 
gyroscopiques.  En  suivant  la  série  des  ellipsoïdes  de  Jacobi,  au 
contraire,  il  ne  s’introduit  pas  de  frottements.  Comme  toute  autre 
forme  de  la  surface  introduirait  des  frottements,  qui  mettraient 
obstacle  par  le  fait  même  à la  déformation,  l’équilibre,  quoique 
instable  théoriquement,  pourra  se  maintenir  jusqu’au  prochain 
point  critique.  Pour  n = 4,  on  aura  deux  figures  d’équilibre  dont 
l’une  est  stable  et  l’autre  instable.  La  stabilité  abandonnera  donc 
définitivement  la  série  des  Jacobi  en  ce  point  E, . Les  véritables 


(*)  On  pourra  également  consulter  au  sujet  du  calcul  de  Darwin  une  Note  de 
M.  Pierre  Humbert  {Comptes  rendus,  t.  170,  p.  t3). 
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bifurcations  de  stabilité  auraient  donc  lieu  pour  ri  — 2 et  pour 
n — 4,  en  E et  en  E2,  seulement  pour  les  valeurs  paires  de  n. 

105.  Représentation  graphique  générale  de  la  stabilité  des  figures 
d’équilibre.  — Pour  appliquer  d’une  façon  plus  directe  les  conclu- 
sions établies  au  n°  98  par  la  représentation  graphique  des  courbes 
d’équilibre,  prenons  la  projection  des  courbes  de  la  figure  précé- 
dente sur  le  plan  sOX2,  en  prenant  l’axe  X2  ou  k comme  axe  des  x 
et  l’axe  O s comme  axe  des  y.  Nous  obtenons  les  courbes  de  la 
figure  53. 

Pour  X = o on  a s = 1 et  le  point  S représentatif  de  la  sphère. 


Fig.  53. 


La  courbe  SM0M,  représente  la  courbe  des  Maclaurin.  La 
courbe  EM'0  M0  représente  celle  des  Jacobi.  Les  courbes  des 
figures  de  bifurcation  viendront  couper  celles-ci  ou  s’j  greffer. 

Les  ellipsoïdes  d’équilibre  de  Maclaurin  ou  de  Jacobi  peuvent 
être  regardés  comme  des  figures  d’équilibre  à un  seul  paramètre. 
La  condition  d’équilibre  étudiée  au  n°  97  est 


,,  , N dü 

3ÿ  =°- 


Elle  peut  être  remplacée  ici  par  la  formule  (69)  des  Jacobi,  étudiée 
au  n°23,  qui  donne  k ou  X2  en  fonction  de  s et  t 


Aq,  *)=/(*,  *)  = 


( s -f  oa  r 


oc  ( 1 H-  x ) dx  , 

"A» A'  = °’ 
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où  t est  défini  comme  fonction  de  s par  la  relation  t — s pour  les 
Maclaurin,  et  pour  les  Jacobi  par  la  relation 

(1—  5 — OjT  — -Â^==0>  A2  = (i  -b  a?)(i  -bsa:)(i  -\~lx)\ 

l’expression  f \ (s,  k ) est  donc  fonction  seulement  de  s et  de  k. 
Ici  k,  qui  contient  le  moment  de  rotation,  joue  le  rôle  du  para- 
mètre X et  s joue  le  rôle  de  la  variable  q. 

Pour  s — t — £0  on  a,  comme  on  Ta  vu,  un  minimum  de  k.  La 
courbe  des  Jacobi,  au  voisinage  de  E ou  M0,  a sa  concavité  dirigée 
vers  les  À croissants  et  la  stabilité  est  conservée,  d’après  la  discus- 
sion des  courbes  de  stabilité;  la  représentation  graphique  étant 
ici  exactement  la  même. 

Les  autres  points  critiques  sont  donnés  par  l’équation 

F R*  S*  Ri  Si 

1 n = ; — 5 — =0. 

271  -b  I 3 

Pour  les  Maclaurin,  il  faut  ajouter  la  condition  R2  = R3,  et  pour 
les  Jacobi 

p R 4 S 4 Ri  Si  ^ 

5 3 

Dans  ce  dernier  cas,  les  R*  et  les  S*  n’ont  qu’une  seule  valeur 
pour  chaque  valeur  de  n. 

Chaque  F„  définira  donc  une  courbe,  qui  coupera  celle  des 
Jacobi  au  point  correspondant  à l’ellipsoïde  critique.  Cette  courbe 
dépendra  d’un  paramètre  q dont  la  valeur  s’identifiera  avec  celle 
de  s en  ce  point.  On  aura  autant  de  paramètres  qu  q2,  . . . , qn  et 
autant  de  courbes  qu’il  j a d’ellipsoïdes  critiques,  c’est-à-dire  un 
nombre  infini.  L’équation  F,,  détermine  la  position  de  chacune 
des  courbes  d’équilibre  par  rapport  à la  courbe  des  Jacobi  ou  des 
Maclaurin  au  voisinage  des  points  critiques.  On  peut  donc  appli- 
quer directement  les  résultats  étudiés  plus  haut. 

Pour  la  figure  piriforme  où  n = 3,  et  pour  tous  les  n impairs, 
on  obtient  deux  figures  symétriques  et  identiques,  par  rapport  au 
jacobien  correspondant.  On  a donc  une  courbe  formée  de  deux 
branches  paraboliques  ayant  leur  sommet  et  une  tangente  verti- 
cale au  point  critique  et  tournées  toutes  deux  du  même  côté 
comme  en  M'.  En  effet,  autour  du  point  critique,  on  obtient  la 
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même  ligure  piriforme  et  la  même  valeur  pour  tous  les  élé- 
ments de  variation  pour  deux  valeurs  symétriques  ± s du  para- 
mètre qui  détermine  la  déformation.  Dans  le  cas  de  n — 3,  on  sait 
que  les  branches  sont  tournées  du  côté  des  1 décroissants.  Il  y 
avait  stabilité  sur  la  courbe  M0M'0.  Il  y a instabilité  du  premier 
degré  sur  les  trois  autres  branches  parties  de  M'0,  pour  les  jaco- 
biens  et  pour  les  ligures  piriformes.  On  a marqué  sur  la  courbe 
l’instabilité  du  premier  degré  en  traits  pleins  et  lins.  Le  point  cor- 
respondant donne  les  mêmes  résultats  que  M'0. 

Pour  ri  — 4 et  pour  tous  les  n pairs,  on  obtient  deux  ligures 
différentes  pour  deux  valeurs  symétriques  ± £ du  paramètre.  La 
valeur  du  moment  d’inertie  I,  et  des  autres  éléments,  passe  de  la 
valeur  I-f-ôI  à I — <51  en  traversant  le  point  critique.  La  courbe 
représentative  A2,  J2,  A'2  coupe  celle  des  Jacobi  sous  un  certain 
angle,  sans  revenir  en  arrière.  Il  y a simplement  échange  des  sta- 
bilités. Le  coefficient  de  stabilité  oc,  des  Jacobi  devenu  positif  en  J* , 
reste  toujours  positif.  Le  second  coefficient  a2  s’annule  et  devient 
positif  en  J2.  La  branche  des  Jacobi,  instable  du  premier  degré  entre 
Ji  et  J2,  devient  instable  du  second  degré  en  J2.  La  branche  J2A'2  de 
la  nouvelle  figure  d’équilibre  conserve  le  même  degré  de  stabilité 
ou  d’instabilité  que  la  branche  J,J2,  instable  du  premier  degré. 
L’autre  J2  A2  prend  un  nouveau  degré  d’instabilité.  Le  coefficient 
de  stabilité  est  commun  aux  deux  courbes.  Il  s’annule  et  change 
de  signe  pour  les  deux.  L’une  des  nouvelles  figures  de  bifurcation 
est  stable,  par  rapport  ci  Vellipsoïde  de  bifurcation , et  l’autre 
instable.  C’est  bien  le  résultat  trouvé  par  Liapounoff. 

Pour  n — 5,  on  a le  point  J3.  Les  Jacobi  prennent  une  instabi- 
lité du  troisième  degré.  Les  figures  d’équilibre  voisines  conservent 
l’instabilité  du  deuxième  degré  si  leur  courbe  représentative  est 
orientée  comme  sur  la  figure,  ou  prennent  la  même  instabilité  du 
troisième  degré  si  elles  sont  orienlées  comme  celles  de  la  figure 
piriforme.  Ce  dernier  résultat  est  plus  probable,  car  la  déforma- 
tion est  du  même  genre  pour  n = 5. 

On  aura  des  résultats  analogues  sur  la  courbe  des  Maclaurin  où 
n — 3 donnera  un  ellipsoïde  de  révolution  creusé  par  trois  fuseaux, 
soit  ]\L , et  ai  = 4 avec  p — o donnera  deux  figures,  dont  l’une 
correspondra  à l’expérience  de  Plateau,  soit  M2,  point  critique 
analogue  à E2  des  Jacobi. 
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À chaque  point  critique,  l’un  des  coefficients  de  stabilité  s’an- 
nule, par  conséquent  le  degré  d’instabilité  des  Maclaurin  et  des 
Jacobi  augmente  chaque  fois  d'une  unité.  A la  limite,  le  disque 
aplati  ou  l’aiguille  allongée  sont  infiniment  instables.  Mais  l’apla- 
tissement progressif  de  ces  ellipsoïdes  peut  se  faire  de  façon  régu- 
lière sans  introduire  de  frottements  ni  de  forces  dissipalives, 
comme  on  l’a  vu.  D’ailleurs,  on  peut  toujours  admettre  que,  malgré 
l’instabilité  de  cet  équilibre,  les  conditions  étant  rigoureusement 
conservées,  cet  équilibre  se  conserve  assez  pour  que  l’évolution  se 
poursuive. 

La  déformation  est  alors  limitée  dans  le  cas  des  ligures  impaires 
et  des  figures  paires  négatives  par  le  fait  que  la  valeur  de  Ç,  inté- 
rieure à l’ellipsoïde,  ne  peut  pas  dépasser  la  longueur  du  plus  petit 
rayon  de  courbure.  Pour  les  figures  positives,  au  contraire,  on  peut 
aùgmenter  la  valeur  de  Ç et  du  creusement  intérieur,  et  admettre 
que  les  équations  s’appliquent  encore}  au  moins  approximati- 
vement. Alors,  pour  n — 4,  on  aboutirait  finalement  à la  formation 
de  l’anneau  de  Plateau  pour  l’ellipsoïde  de  révolution  de  Maclau- 
rin. Le  second  ellipsoïde  critique  de  Jacobi  aboutirait  de  même  à 
la  formation  de  deux  satellites  symétriques  d’un  astre  central  plus 
volumineux.  On  aurait  un  système  triple  au  lieu  du  système  double 
qu’aurait  dû  donner  la  figure  piriforme.  Il  est  peu  probable,  tou- 
tefois, que  les  satellites  et  les  étoilés  multiples  se  soient  constitués 
ainsi  par  formation  centrifuge,  car  les  distances  actuelles  sont 
trop  considérables  pour  s’expliquer  à partir  d’astres  qui  auraient 
été  primitivement  au  contact. 

106.  Stabilité  ordinaire  ou  temporaire  des  figures  d’équilibre. 
— Dans  toutes  les  démonstrations  ci-dessus,  il  s’agit  de  la  stabi- 
lité séculaire  des  figures  d’équilibre,  stabilité  qui  subsisterait 
même  dans  le  cas  de  frottement  et  de  forces  dissipatives.  H.  Poin- 
caré a abordé  également,  dans  son  Mémoire  des  Acta  mathema- 
tica , l’étude  de  la  stabilité  ordinaire  des  ellipsoïdes  de  Maclaurin 
et  de  Jacobi,  en  la  ramenant  à l’étude  de  leurs  petits  mouvements 
fondamentaux.  C’est  la  stabilité  qui  ne  subsisterait  que  temporai- 
rement, s’il  s’introduisait  des  frottements. 

H.  Poincaré  a montré  que  pour  les  ellipsoïdes  de  révolution  de 
Maclaurin,  la  stabilité  ordinaire  persiste  encore  après  la  bifurca- 
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tion  des  Jacobi  à trois  axes,  pour  des  ellipsoïdes  plus  aplatis,  alors 
que  la  slabilité  séculaire  passe  aux  ellipsoïdes  de  Jacobi.  Riemann 
avait  montré  déjà  (*),  dans  l’hypothèse  restreinte  où  la  masse 
conservait  uneforme  ellipsoïdale  dansla  déformation,  que  la  stabilité 
ordinaire  se  maintenait  jusqu’à  ce  que  l’applatissement  des  ellip- 
soïdes de  révolution  atteignît  la  limite  0,697. 

Après  l’étude  de  Poincaré,  M.  Bryan  (2),  en  étudiant  en  détail 
les  petits  mouvements  des  ellipsoïdes  de  Maclaurin,  regardait 
comme  très  probable  la  validité  générale  de  la  limite  donnée  par 
Riemann,  mais  sans  pouvoir  en  donner  une  démonstration  rigou- 
reuse. Tout  récemment  M.  E.  Cartan  a réussi  à donner  cette 
démonstration  dans  un  Mémoire  du  Bulletin  des  Sciences  mathé- 
matiques, t.  46,  1922,  p.  332-342. 

Pour  les  ellipsoïdes  à trois  axes,  H.  Poincaré  s’était  contenté 
de  déclarer,  comme  probable,  que  la  stabilité  ordinaire  s’étendait 
également  au  delà  de  l’ellipsoïde  de  bifurcation  de  la  figure  piri- 
forme,  où  cesse  leur  stabilité  séculaire. 

M.  E.  Cartan  dans  un  nouveau  Mémoire  a montré  au  contraire 
que  la  stabilité  ordinaire  des  ellipsoïdes  de  Jacobi  cesse  en 
même  temps  que  leur  stabilité  séculaire  à la  figure  piriforme.  Il 
montre  que  ceci  résulte  d’un  théorème  plus  général  et  assez 
curieux  : Pour  les  figures  d’équilibre  d’ordre  n impair  la  stabilité 
ordinaire  cesse  en  même  temps  que  la  stabilité  séculaire.  C’est  le 
cas  de  la  figure  piriforme  ou  ovoïde  n — 3.  Dans  le  cas  de  n pair, 
la  stabilité  ordinaire  subsiste  encore  un  certain  temps  après  qu’a 
cessé  la  stabilité  séculaire. 

107.  Figures  annulaires.  L’anneau  de  Saturne.  Masses  indé- 
finies. Le  cylindre  elliptique.  — Poincaré  a étudié,  au  point  de 
vue  de  l’équilibre,  les  trois  hypothèses  que  l’on  peut  faire  sur  l’an- 
neau de  Saturne  : anneau  solide,  ou  liquide,  ou  composé  de  par- 
ticules solides.  Le  calcul  s’accorde  avec  les  données  de  l’observa- 
tion pour  conclure  que  la  troisième  hypothèse,  hypothèse  de 
Cassini,  peut  seule  cadrer  avec  la  réalité.  ( Figures  d’équilibre 
d’une  masse  fluide , Chap.  VIII.) 


(1)  Gôttingen,  Abhanlungen , t.  9,  1860,  p.  3. 

(2)  Phil.  Trans.,  t.  180,  1 888,  p.  187. 
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Laplace  est  le  premier  qui  ait  examiné  l’hypothèse  d’un  anneau 
solide.  Il  a montré  que  si  l’anneau  était  homogène  son  équilibre 
serait  instable.  Dès  que  le  centre  de  l’anneau  ne  coïnciderait  plus 
avec  le  centre  de  la  planète,  l’attraction  de  Saturne  tendrait  à 
augmenter  l’écart.  L’anneau  tomberait  sur  la  planète. 

Il  faut  donc  que  l’anneau  présente  des  irrégularités.  Maxwell  a 
fait  ce  calcul.  Il  a montré,  en  admettant  une  seule  masse  supplé- 
mentaire, qu’il  fallait  y concentrer  les  quatre  cinquièmes  de  sa 
masse  pour  le  rendre  stable.  Il  faudrait  en  somme  le  transformer 
en  un  satellite,  dont  l’anneau  serait  un  appendice. 

Radau  a examiné  le  cas  où  la  densité  varierait  d’une  façon  con- 
tinue d’un  point  à un  autre.  Il  faudrait  qu’elle  varie  de  2,7  à o,o4 
ou  de  67  à 1 , ce  qui  semble  invraisemblable. 

De  plus,  la  section  de  l’anneau  étant  mince,  il  lui  faudrait  une 
grande  résistance  pour  résister  à l’attraction  des  satellites.  Hirn  a 
calculé  qu’il  lui  faudrait  une  résistance  1000  fois  supérieure  à celle 
de  l’acier.  L'anneau  de  Saturne  ne  peut  pas  être  solide. 

Laplace  a fait  le  calcul  du  potentiel  et  de  la  formule  générale  de 
la  surface  d’équilibre  dans  le  cas  d’un  anneau  fluide.  Il  a étudié 
le  cas  d’une  section  circulaire  ou  elliptique,  mais  sans  discuter 
complètement  l’équation. 

Mrae  Kovalewski  qui  a fait  cette  discussion  a montré  que  la  sec- 
tion ne  pouvait  pas  être  ellipsoïdale  ni  symétrique  par  rapporté 
un  axe  parallèle  à l’axe  de  rotation. 

Maxwell  est  le  premier  qui  ait  soumis  au  calcul  l’hypothèse  de 
Cassini,  et  montré  que  c’est  la  seule  qui  réponde  aux  conditions 
mécaniques  de  l’équilibre.  L’observation  confirme  d’ailleurs  éga- 
lement bien  l’hypothèse,  car  l’anneau  est  transparent  et  la 
lumière  le  traverse  sans  trace  de  réfraction.  Il  faut  donc  supposer 
qu’il  est  composé  de  corpuscules  isolés  les  uns  des  autres.  Les 
observations  spectroscopiques  montrent  d’ailleurs  que  la  vitesse 
d’une  molécule  de  l’anneau  n’est  pas  la  même  sur  le  bord  interne 
que  sur  le  bord  externe. 

Maxwell  montre  que  le  mouvement  de  perturbation  se  transmet 
d’un  corpuscule  à un  autre  avec  un  certain  retard,  à la  façon  d’une 
onde.  Pour  que  ces  ondes  n’amplifient  pas  indéfiniment  une  per- 
turbation, il  faut  que  la  masse  ne  dépasse  pas  une  certaine  limite 
qu’il  calcule.  On  peut  en  déduire  la  densité  limite  de  l’anneau, 
connaissant  ses  dimensions.  Cette  densité  exigée  pour  la  stabilité 


294  FIGURES  D’ÉQUILIBRE  D’UNE  MASSE  LIQUIDE  EN  ROTATION. 


de  l’équilibre  est  la  même  dans  le  cas  d’un  liquide  et  des  corpus- 
cules solides.  Il  faut  que  cette  densité  soit  plus  petite  que  i : 3oo. 
Aucun  liquide  connu  ne  peut  remplir  cette  condition. 

D’ailleurs  dans  le  cas  de  l’anneau  liquide  il  faut  que  la  pression 
à la  surface  soit  dirigée  vers  l’intérieur.  Or  Laplace  avait  déjà 
montré,  qu’en  admettant  deux  anneaux  à section  elliptique,  la 


densité  aurait  dû  être  supérieure  à ^ pour  l’anneau  extérieur  et  à 

2 pour  l’anneau  extérieur.  Il  y aurait  incompatibilité  avec  la 
limite  de  Maxwell. 

Poincaré  avait  démontré  que  la  vitesse  de  rotation,  dans  le  cas 
d’une  masse  homogène  et  quelle  que  soit  la  forme,  ne  peut  pas 
dépasser  une  limite  donnée  par  la  formule  du  n°  17  : 


h = 


Ü)“ 

2*/p 


<1, 


O)2  <‘  2 r/p. 


Il  en  déduit,  pour  l’anneau  de  Saturne,  supposé  liquide  et  quelle 
que  soit  la  section  de  l’anneau,  que  sa  densité  doit  être  supé- 
rieure à i : 16,  pour  qu’il  y ait  équilibre.  Cette  limite  est  encore 
incompatible  avec  celle  de  Maxwell  et  l’anneau  de  Saturne  ne  peut 
pas  être  liquide. 


Remarque.  — L’attraction  d’une  masse  indéfinie  n’a  pas  de 
sens  défini  en  général.  Mais,  si  la  masse  affecte  la  forme  d’un 
cylindre  indéfini  homogène,  on  montre  que  l’attraction  a un  sens 
défini  et  peut  se  calculer.  De  là,  le  problème  purement  mathé- 
matique, sans  application  à la  cosmogonie,  de  la  recherche  des 
figures  d’équilibre  d’une  masse  liquide  homogène  indéfinie,  affec- 
tant la  forme  d’un  cylindre,  qui  tourne  uniformément  autour  d’un 
axe  fixe  parallèle  aux  génératrices. 

Le  problème  d’ailleurs  se  simplifie  beaucoup  et  se  ramène  à 
l’étude  de  l’équilibre  d’une  section  plane  normale  aux  génératrices 
du  cylindre  et  par  conséquent  à un  problème  à deux  dimensions. 

Parmi  les  figures  possibles,  on  trouve  le  cylindre  circulaire 
quand  7i/p  <<  ü>2<  2 7r/p . et  le  cylindre  elliptique  quand  a>2-<  7r/p. 

M.  Jeans,  puis  Globa-Mikhailenko  ont  publié  d’intéressants 
travaux  sur  les  figures  d’équilibre  possibles,  et  notamment  sur 
la  recherche  des  figures  cylindriques  elliptiques  de  bifurcation 
au  sens  de  H.  Poincaré. 
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CHAPITRE  IX. 

FIGURES  D’ÉQUILIBRE  D’UNE  MASSE  LIQUIDE 
HOMOGÈNE  EN  ROTATION  ET  SOUMISE  A LA 
TENSION  SUPERFICIELLE, 


108.  Historique  de  la  question.  — La  question  étudiée  dans  les 
chapitres  précédents  conduisait  à la  détermination  de  la  figure 
des  planètes  et  à l’évolution  de  leur  forme  avec  l’accroissement  de 
la  vitesse  de  rotation.  L’étude  de  ces  formes  avait  même  conduit 
de  grands  esprits  à envisager  l’hypothèse  qu’une  masse  en  rotation 
pouvait  se  fractionner  en  plusieurs  parties  et  à voir  là,  après 
H.  Poincaré,  un  moyen  d’expliquer  la  formation  des  planètes  à 
partir  du  Soleil,  ou  des  satellites  par  leur  planète  (Darwin)  ou 
des  étoiles  doubles  (Jeans).  Nous  avons  vu  que  les  calculs  poussés 
plus  loin  ne  permettent  pas  d’envisager  le  fractionnement  d’une 
masse  homogène. 

Cependant  l’expérience  célèbre  de  Plateau,  au  moyen  d’une 
sphère  d’huile  tournant  dans  un  liquide  de  même  densité,  avait 
abouti  à la  formation  d’un  anneau  détaché  de  la  masse  centrale 
par  la  force  centrifuge,  et  qui  se  fractionnait  lui-même  en 
parties  plus  petites.  On  y a vu  l’image  de  la  formation  des  pla- 
nètes et  des  satellites  et  la  justification  expérimentale  de  la  célèbre 
hypothèse  de  Laplace. 

Il  faut  dire  tout  de  suite  que  l’hypothèse  et  l’expérience  en 
question  n’ont  absolument  aucun  rapport  entre  elles.  Dans  l’hypo- 
thèse de  Laplace,  ei  dans  la  réalité,  la  forme  des  corps  en  rotation 
dépend  uniquement  de  l’attraction  mutuelle  de  leurs  parties.  Dans 
l’expérience  physique  au  contraire,  l’attraction  est  complètement 
négligeable,  et  la  forme  dépend  uniquement  de  la  tension  superfi- 
cielle, et  non  des  forces  internes. 
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Néanmoins  l’expérience  de  Plateau  posait  un  problème  mathé- 
matique intéressant,  et  qui  se  rattache  étroitement  à celui  qui  a 
été  étudié  dans  les  premiers  chapitres.  A l’instigation  de  P.  Appell 
il  a été  entrepris  par  M.  Globa-Mikhaïlenko,  repris  par  M.  Boussi- 
nesq,  puis,  sur  les  conseils  de  ce  dernier,  par  M.  A.  Charrueau, 
qui  en  a fait  l’étude  complète,  étendue  au  cas  des  figures  annu- 
laires et  de  la  stabilité. 

M.  Globa-Mikgaïlenko  a donné  la  forme  générale  de  la  courbe 
méridienne,  en  exprimant  son  ordonnée  à l’aide  d’une  certaine 
intégrale  hyperelliptique.  Puis  il  a donné  une  discussion  générale 
du  problème  et  intégré  l’équation  du  méridien,  au  moyen  des 
fonctions  elliptiques,  dans  un  cas  particulier  très  important.  Mais 
il  n’a  pas  poussé  l’étude  de  ce  cas  jusqu’à  la  détermination  de  la 
forme  d’une  masse  liquide,  de  densité  et  de  volume  donnés,  sou- 
mise à une  rotation  donnée. 

M.  Boussinesq,  en  reprenant  le  problème,  a montré  l’importance 
qu’il  y avait  à introduire  la  considération  de  la  masse,  du  volume 
et  des  données  physiques,  qui  permettaient  seules  de  déterminer 
les  dimensions  des  figures,  en  même  temps  que  leur  forme.  Il  a 
donné  du  problème  un  énoncé  simple  et  indépendant  de  la  théorie 
générale  de  M.  Globa-Mikhaïlenko  et  une  solution  par  développe- 
ments en  séries,  applicables  pour  certaines  valeurs  des  données. 

M.  A.  Charrueau,  dans  un  premier  travail,  a réussi  à donner  la 
solution  complète  du  problème  et  de  l’évolution  des  figures 
d’équilibre,  quelles  que  soient  les  données  physiques,  avec  le  seul 
secours  des  intégrales  elliptiques,  mais  cela  seulement  jusqu’à  la 
transformation  de  la  masse  en  anneau.  Sur  les  conseils  et  indica- 
tions de  M.  A.  Véronnet,  et  dans  un  second  travail,  qui  a fait 
l’objet  d’une  Thèse,  il  a étendu  ces  résultats  aux  figures  annulaires 
elles-mêmes,  avec  application  à l’expérience  de  Plateau. 

Le  présent  chapitre  est  extrait  de  l’excellente  thèse  de  M.  Char- 
rueau. L’ensemble  des  travaux  relatifs  à la  question  est  indiqué  à 
la  fin  de  la  Bibliographie. 

109.  Équation  de  l’équilibre  de  la  surface  libre.  — Nous  consi- 
dérons une  masse  liquide  homogène  et  incompressible  tournant 
autour  d’un  axe  avec  une  vitesse  angulaire  constante,  et  soumise 
seulement  à la  force  centrifuge  et  à la  tension  superficielle.  Il  s’agit 
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de  déterminer  la  forme  extérieure  qu’elle  prendra  sous  l’action 
d’une  vitesse  de  rotation  donnée  et  quelconque. 

Prenons  l’axe  de  rotation  pour  axe  des  y et  une  perpendiculaire 
à cet  axe  pour  axe  des  x.  Les  ligures  étudiées  seront  de  ré  olution 
autour  de  O y,  et  symétriques  par  rapport  à un  plan  équatorial 
normal  à cet  axe.  La  section  méridienne  sera  symétrique  par  rap- 
port aux  deux  axes,  et  il  suffira  d’étudier  la  forme  de  la  portion  de 
courbe  située  dans  le  premier  quadrant. 

Soient  p la  densité,  w la  vitesse  angulaire,  p la  pression  en  un 
point  intérieur,  pQ  la  pression  constante  sur  l’axe  de  rotation.  A 
l’intérieur  de  la  masse  les  particules  sont  soumises  à la  seule  force 

centrifuge,  qui  dérive  du  potentiel  ^ w2  (x2  -hz2).  La  formule 
générale  de  l’équilibre  hydrostatique  (4$)  (Chap.  IIÏ)  s’écrit 


(0 


p = />0H — P ü)2(.r2-f-  z-). 


Les  surfaces  d’égale  pression  sont  des  cylindres  de  révolution 
autour  de  l’axe  définis  par  r2  = x2 z 2.  On  pourra  ne  considérer 
que  la  section  méridienne  et  faire  z — o. 

Sur  la  surface  libre,  il  faut  ajouter  le  potentiel  dû  à la  tension 
superficielle  et  la  pression  interne  p devra  équilibrer  en  outre 
la  pression  extérieure  /?(,  que  nous  supposons  partout  constante. 
On  aura 


(?) 


P 1 = P 0+'  -pw2^2. 


_/(ïf+  ÏT')’ 


R est  le  rayon  de  courbure  du  méridien,  R'  l’autre  rayon  de  cour- 
bure principale  de  la  surface,  le  centre  de  courbure  correspondant 
se  trouvant  sur  l’axe  de  révolution. 

Cette  équation  définit  l’équilibre  de  la  surface,  en  fonction  des 
forces  et  des  données,  p,/,  w. 

110.  Équation  différentielle  du  méridien.  — Il  faut  exprimer  les 
rayons  de  courbures  R,  R'  en  fonctions  des  coordonnées  x , y. 

On  a les  formules 


y"  _ y' 

dx  vW-’ 


y 


p/ 


x sJ  i -h  y'2 


(3) 
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Faisant  la  somme  de  ces  deux  valeurs  et  la  portant  dans  (2)  il 
vient 


(4) 


1 d xÿ  _ />o — p\  pto2  9 

œ dx  y/ï  4- y 2 ” 7 + 2/  ^ 


On  multiplie  par  x et  1’  on  intègre,  d’où 


(5) 


xy_ 

v/i  + 72 


P0  — P'xo. 
2/ 


pto2 

77 


a?4  H-  G. 


Pour  les  masses  non  annulaires,  qui  sont  coupées  par  l’axe  de 
rotation,  la  constante  C est  nulle.  En  effet  sur  cet  axe  x ■=  o,  l’ex- 
pression en  yr  n’est  jamais  infinie,  et  il  faut  C — o.  Il  vient  alors 
en  divisant  par  x , et  prenant  le  signe  — devant  y' , signe  qui  con- 
vient dans  le  premier  quadrant,  où  y'<C.  pour  go  faible,  il  vient 


(6) 


s/i- 


p 0 — p 1 , 
2/  " 


pto2 

«T 


Sur  l’axe  de  rotation  onaa;  = o,  d’où  y'  = o.  La  tangente  au 
méridien  est  normal  à l’axe  de  rotation,  pour  les  deux  points 
situés  sur  cet  axe.  Pour  les  figures  non  annulaires  d’équilibre  la 
surface  coupe  toujours  normalement  l’axe  de  rotation. 

Désignons  par  a le  rayon  équatorial,  à l’extrémité  de  ce  rayon, 
pour  x — a,  la  tangente  au  méridien  est  normale  à O x;  y'  = — 00 
et  (6)  nous  donne 


(7) 


P 0 — Pi , 

2/ 


pto2 

87 


a3  = 1 . 


Po  — pi  y / _ pü>2a:i  \ 

2/  ~ « \ 8/  / * 


Cette  relation  permet  d’éliminer  les  pressions  /)0,  ? el  (6)  devient 


(8) 


— 7 
v/i  + y'2 


pto2  a3  \ x 

) a 


Yfx>=  +(*)• 


On  en  déduit  immédiatement  l’équation  différentielle  de  la  courbe 
méridienne 


(9) 


y ■ 


s/ 1 — ^*(*0 


dy  = — 


s/  ï — 4,2(a7) 


111.  Forme  générale  de  la  courbe  méridienne.  — Nous  pouvons 
faire  sur  (8)  une  remarque  fondamentale , c’est  que  yr  peut 
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s’exprimer  en  fonction  de  x,  au  moyen  d’un  seul  paramètre , que 
nous  désignerons  par  h , et  qui  contient  toutes  les  autres  données  p, 
a),  à,  f.  On  a en  effet, 


(10) 


h = 


pc o2  a3 

“5T’ 


= 


)=(. 


, 

• h — - 
a2 


)r 


Il  suffira  donc  de  donner  à h toutes  les  valeurs  compatibles 
avec  (8),  pour  obtenir  toutes  les  figures  d’équilibre  de  la  masse 
liquide. 

Pour  h — o,  on  a &ï  = o,.la  figure  d’équilibre  est  une  sphère. 
On  a vu  (8)  que  sur  l’axe,  pour  x = o,  on  avait  toujours  y'  = o, 
et  la  tangente  au  méridien  normale  à l’axe  O y.  Pour  i,  il  n’y 
a pas  d’autre  racine  de  ^(#),  ni  de  y’ , pour  x compris  entre  o et  a. 
La  tangente  yr  décroît  régulièrement  de  o à — oo  de  l’axe  de  rota- 
tion au  cercle  équatorial.  La  section  méridienne  et  la  surface  libre 
sont  partout  convexes. 

Pour  h > 1 il  y a une  autre  racine  X\  de  ty(x)  et  de  y'  entre  o 
et  a, 

/s  x*  h — 1 , 

<">  & = ir’  *-*•>.  •r  = 0- 

Autour  de  l’axe  de  rotation  pour  x < X\  on  a y'^>  o d’après  (8) 


Fig.  54. 


la  surface  est  creusée  et  concave,  partie  BH.  Elle  redevient  con- 
vexe pour  x>  xK,  en  HA  (fi g-.  54). 

La  figure  se  creuse  de  plus  en  plus,  quand  h croît,  devient 
annulaire  pour  h ==  2,32.  Au  delà,  les  équations  ci-dessus  ne  con- 
viennent plus  au  problème.  Il  faudra  considérer  les  équations 
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relatives  aux  figures  annulaires,  où  la  constante  C de  (5)  n’est 
plus  nulle  et  où  nous  retrouverons  également  le  paramètre  A. 

De  plus  le  dénominateur  de  (9)  s’annule  toujours  pour  <];(#):=  1 , 
c’est-à-dire  x — a,  où  l’on  = — 00.  Or  on  voit  facilement  qu’on 
a toujours,  en  dehors  de  cette  valeur,  i}  pour  h<  4-  La 

tangente  y'  ne  prendra  pas  d’autre  valeur  infinie  dans  l’intervalle 
considéré  A <2, 32. 

L’équation  (9)  définira  parfaitement  la  courbe  méridienne. 

112.  S’il  n’y  a pas  de  pression  extérieure  la  figure  reste  convexe. 
— L’expression  (7)  devient,  en  introduisant  A, 

2 f 

(12)  p0— Pi=  -^-(1  — A). 


11  faut  que  p0, la  pression  interne  sur  l’axe,  soit  toujours  positive 
ou  nulle.  Si  la  pression  extérieure  est  nulle,  p 1 = o,  (12)  montre 
qu’il  faut  avoir  A^i.  La  figure  reste  convexe  d’après  la  discussion 
précédente.  Il  ne  peut  pas  y avoir  d’anneaux.  C’est  donc  l’action 
de  la  pression  extérieure  qui  creuse  la  masse  autour  de  l’axe  de 
rotation,  où  la  force  centrifuge  est  la  plus  faible,  et  conduit  à la 
formation  des  anneaux. 

Si  la  pression  extérieure  />,  n’est  pas  nulle,  la  condition  (12) 
devient  pour  p0>  o 

(i3) 


Or  au  pôle,  pour  x — o,  les  rayons  de  courbures  sont  égaux, 
R = R/=  R0.  La  formule  (2),  d’après  (7)  ou  (12),  donne 


(i4) 


_L  _ P*— P'  _ h 
R0  2/  a 


Au  moment  de  la  formation  des  anneaux,  la  surface  est  concave 
au  pôle,  on  a R0  négatif.  De  plus  on  démontre  que  le  rayon  de 
courbure  est  égal  alors  à 1,27  r,  où  r est  le  rayon  de  la  sphère 
ayant  le  même  volume  que  la  masse.  On  a donc 


( 1 5 ) 


2/ 

-Ko* 


pil 


1 ,27/- 


Dans  les  expériences  de  Plateau,  cette  pression  minimum,  néces- 
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saire  pour  la  formation  des  anneaux  était  de  o,o3  gr:cm2,  alors 
que  la  pression  atmosphérique  est  supérieure  à 1000  gr:cm2. 


113.  Cas  d’une  faible  vitesse  de  rotation.  Ellipsoïde  de  révolu- 
tion. — Quand  la  vitesse  de  rotation  est  nulle,  la  figure  d’équilibre 
est  une  sphère.  Il  est  naturel  de  penser  qu’ensuite  on  aura  un 
ellipsoïde  de  révolution  légèrement  aplati,  pour  une  faible  vitesse 
de  rotation. 

Le  rayon  de  courbure  de  la  section  méridienne  donné  par  les 
formules  \3)  et  (8)  peut  s’écrire 


(i  6) 


i = d_  —y  = i—h  , 

R dx  \J j _|_ y'i  dx  a 8/ 


D’ailleurs  l’équation  de  l’ellipse,  en  appelant  e l’aplatissement 
et  négligeant  e2,  donne 


(17) 


— y'  1—  e x 3 a — b 

7 ■ ■■■  = x-+-e~-,  e 

a a*  a 


La  dérivée  de  cette  expression  par  rapport  à x nous  donne  1 : R 
d’après  (16).  On  voit  que  les  deux  expressions  s’identifient  en 
écrivant 


(18) 


, pw2a3 

= A=^r 


3 M 


32  7 Zf 


M = g 7up  a2  6 ==  g 7rpa3(i  - 


■y, 


où  M est  la  masse  totale.  La  courbe  méridienne  est  donc  une 
ellipse,  dont  l’aplatissement  est  égal  au  paramètre  h et  propor- 
tionnel à go2,  comme  dans  le  cas  de  la  gravitation. 

On  vérifie  d’ailleurs  immédiatement  que  les  deux  rayons  de 
courbure  d’une  ellipse,  aux  deux  sommets  des  axes,  R = a2  : b 
et  R = b2  : a,  vérifient  bien  l’équation  (16)  pour  a?  = o et  x — a. 


114.  Intégration,  complète  de  l’équation  différentielle  par  les 
fonctions  elliptiques.  — Faisons  le  changement  de  variables  sui- 
vant dans  l’expression  <!>(#)  (8)  : 

1 — h — |—  h — — s=  1 — / t — f—  ht  = cd(R. 

a2  * w 


(i9) 
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L'expression  différentielle  (9)  devient 

?(0  dt  y _ 1 rl  o{t)dt 


(20) 


2 v/! — / <p*C«>* 


y _ 1 Çv  ?0 
« 2 j^yy 


sjl—  t ?2(0 


La  dernière  expression  donne  l'ordonnée  de  la  courbe  méridienne, 
l’intégration  étant  faite  à partir  du  sommet  du  grand  axe  où#  = a, 
t=  1 et  y = o. 

L’expression  sous  le  radical  est  du  troisième  degré  en  t.  On  a 
donc  une  intégrale  elliptique.  On  peut  la  ramener  à des  intégrales 
de  première  et  de  seconde  espèce  de  Legendre,  dont  les  valeurs 
sont  données  par  les  tables  de  Legendre.  On  pourra  calculer  ainsi 
la  courbe  méridienne,  y en  fonction  de  #,  pour  n’importe  quelle 
valeur  de  h. 

Comme  on  a toujours  h < 4>  la  quantité  sous  le  radical  n’a 
toujours  qu’une  seule  racine  égale  à t.  On  peut  l’écrire 

1 — 2<p2(/)  = (i — t)  [A2^2  -J-  h(i  — h)t- hi],  ■ 


Posons,  cp  étant  une  nouvelle  variable,  qui  remplace  t , 


, s , CD  , © do 

(21)  1 — * = Xtang2-,  — et*  =X  tang- — ? 

v / » 2 0 2 „ © 

COS2  L 


-2  h 


h- 


1 2 4-  h 

2 4 


avec  c2<[  i.  En  transformant  tang- 1 en  coscp  et  développant,  le 
coefficient  de  coscp  sous  le  radical  ci-dessous  s’annule,  et  l’on 


obtient 


dt 


-do 


v/(ï  — l)[(hH*-h  h(y  — A) ^ -f-  1]  h \/\  y/ 1 — c2  sin2© 


(22) 


y . 


r 

0 V7 1 — c 


- ? 
tang2- 


-do. 


0 V71  — c2sin2© 

D’autre  part  on  obtient  identiquement 

„ © 

_ tang2  - 

d © / CT  . & 2 1 

-j-  tang  J-  \]  1 — c2sm2  © = . o ~ 

«cp  2 2 — c2sin2cp  2^1 — c2sin2© 


— \J  1 — c2sin2©. 


3o3 
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En  intégrant  de  o à cp  cette  expression  on  obtient 


9 

tang2  - dy 
° 2 

\/i  — c2  sin'2  9 


2 tang  ^ \J i — c2  sin2 œ -+-  F(c,  cp)  — 2 E(c,  9). 


F(c,  cp)  et  E(c,  cp)  représentent  les  intégrales  de  première  espèce 
et  de  deuxième  espèce  de  Legendre,  calculables  par  les  tables. 

Cette  dernière  expression,  portée  dans  (22),  donne  pour  la 
valeur  de  l’ordonnée  du  méridien 

(23)  ^ = \/XE(c,  9)  — v/X  tang^  \/i—  c2  sin2 9—  ^"L.1  F(c,  9), 

a 2 2 h y \ 

cp  est  la  fonction  de  t ou  de  ^ définie  ci-dessus  (21).  Pour  chaque 
valeur  de  x , on  aura  une  valeur  et  une  seule  pour  y (fig-  54). 

115.  Pour  la  même  valeur  du  paramètre  unique  h , toutes  les 
figures  d’équilibre  sont  semblables.  — En  effet,  d’après  la  for- 
mule (23),  y ne  dépend  que  de  X,  c,  h et  cp.  Or  les  constantes  X et 
c ne  dépendent  que  de  h , et  cp  ne  dépend  que  de  t et  de  X, 
c’est-à  dire  de  ^ et  de  h.  L’expression  (23)  est  donc  une  fonction 

de  h et  de  - seuls 

a 

(24)  a=,p(h’î)'  r = 

Par  conséquent,  pour  deux  figures  d’équilibre  correspondant  à 
deux  valeurs  égales  de  h (10),  la  densité  p,  la  vitesse  de  rotation  co, 
l’axe  équatorial  a,  la  tension  superficielle  /*,  étant  tous  différents 
dans  les  deux  cas,  à toute  valeur  de  ^ correspondra  la  même 
valeur  de  ^ dans  les  deux  cas  d’après  (24).  En  prenant  le  rayon 
équatorial  a comme  unité,  les  équations  de  la  courbe  méridienne 
d’équilibre  sont  identiques  (24,  2).  Les  deux  courbes  méridiennes 
et  les  deux  surfaces  d’équilibre  sont  identiques.  Pour  une  valeur 
donnée  de  h toutes  les  figures  d’équilibre  sont  homothétiques  à 
l’une  d’entre  elles,  celle  où  l’on  aura  fait  a = 1 par  exemple,  et  le 
rapport  d’homothétie  de  chacune  d’elles  par  rapport  à celle-ci  sera 
égal  à a . 


3o4  FIGURES  d’équilibre  d’une  masse  liquide  en  rotation. 

Pour  connaître  exactement  toutes  les  figures  d’équilibre,  com- 
prises entre  la  sphère  et  celle  qui  aboutit  à un  anneau,  il  suffira  de 
calculer  par  la  formule  (23)  les  courbes  méridiennes  correspon- 
dant à autant  de  valeurs  de  h que  l’on  voudra,  comprises  entre  o 
et  2,32  valeurs  limites  de  h , en  y faisant  a = i . 

Après  avoir  déterminé  ainsi  la  forme  de  chacune  de  ces  figures, 
on  les  obtiendra  en  vraie  grandeur  en  calculant  la  valeur  de  «, 
qui  correspond  aux  données  du  problème  dans  chaque  cas  parti- 
culier, pour  telle  vitesse  de  rotation  co  par  exemple. 


116.  Étude  de  la  variation  du  rayon  polaire.  — Le  rayon  po- 
laire b est  la  valeur  de  y sur  l’axe  de  rotation.  Il  s’obient  en  faisant 
x — o dans  l’expression  (20),  (23)  ou  (24)  d e y 


(25) 


b 

a 


K 


V'1 


CD  (l)  dt 
— ty-(t) 


= o), 


^ est  donc  fonction  uniquement  de  h et  se  calcule  comme  y. 

D’autre  part,  en  dérivant  (25)  sous  le  signe  somme,  par  rapport 
à h , on  obtient  d’après  (19) 


(26) 


d b 
dh  a 


y rv  (t-i)dt 
2 -A  [i_<lpJ(t)]5 


Cette  expression  est  toujours  négative,  car  tous  les  éléments  diffé- 
rentiels sont  négatifs,  puisque  l'on  a t < 1 pour  x compris  entre 
o et  a limites  d’intégration. 

Le  rayon  polaire  b décroît  donc  continuellement,  quand  le  para- 
mètre h croît.  Pour  h — o,  on  a b — a,  et  cp  (t) 1 = 1 , d’où 


(26') 


d b 1 rv  dt  _ b 

dh  a~  -ij0  s/l—i  ~ a 


La  tangente  à la  courbe  de  b fait  un  angle  de  45°  avec  les  axes. 

On  trouve  ensuite  par  des  tâtonnements  sur  différentes  valeurs 
de  h que  b — o pour  h = 2, 32.  Pour  cette  valeur  du  paramètre  le 
rayon  polaire  devient  nul,  la  masse  se  transforme  en  une  figure 
annulaire. 

La  variation  de  b : a par  rapport  à h est  représentée  par  la 
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courbe  de  la  figure  55.  Cette  variation  est  sensiblement  linéaire  à 


Fig  55. 


partir  de  la  valeur  h = i,  c’est-à-dire  pour  les  figures  qui  sont 
creusées  aux  pôles. 


117.  Étude  de  la  variation  de  la  vitesse  de  rotation.  Maximum 
de  cette  vitesse.  — Le  paramètre  h contient  c o2a3.  Le  calcul  du 
volume  invariable  Y de  notre  masse  liquide,  contiendra  a3  et  per- 
mettra d’éliminer  a3  de  h et  des  autres  expressions  en  h.  Nous 
obtiendrons  alors  oo2,  ou  la  vitesse  de  rotation  ca  en  fonction  du 
seul  paramètre  h. 

En  coupant  notre  masse  liquide  de  révolution  en  tranches  élé- 
mentaires normales  à l’axe  de  rotation,  et  d’épaisseur  dy  on  aura 


(27) 


a3  r1  tiwdi  9 

J0  \Ji  — i ?2(0 


La  formule  est  encore  valable  pour  les  surfaces  concaves  autour 
de  l’axe  de  rotation,  où  les  sections  normales  à l’axe  peuvent 
couper  deux  fois  la  courbe  méridienne. 

Or  on  a identiquement 


(28) 


= - 1 ?*(«)  + a*  T(0 
2 y>— <ï*(o 

1 (1 — h)  <p (t)  -h  3 ht  <p(£ ) 


î/t 


En  intégrant  cette  expression  de  o à 1 et  tenant  compte  de  (27) 
on  a 

, ' , b 3 Y 

1 = (1 — h)  — - h — ■ , 
v a 2 rca3 


APPELL. 


IV. 


20 
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remplaçant  h par  sa  valeur  (io)  dans  le  dernier  terme,  on  obtient 
o)2pV  où  pV  est  égal  à la  masse  M,  d’où  finalement 


(29) 


3M  0 , h,b 

= i — o i-*)5> 


b : a est  fonction  uniquement  de  h d’après  (25).  Il  en  est  donc  de 
même  de  la  vitesse  de  rotation  w,  d’après  (29).  Cette  formule  per- 
met de  la  calculer  facilement  pour  chaque  valeur  de  h , parla  même 
formule  <ï>,  qui  donne  y et  b. 

En  dérivant  co2  par  rapport  à h 011  a 


(3o) 


3 M dm-  _ b , d b 

16  f dh  a • dh  a 


Pour  a)  — o on  a h — o,  et  b — a puis  ^ ~ — — 1 d’après  (26'). 

Le  second  membre  de  (3o)  est  égal  à 2.  La  courbe  de  o>  par  rap- 
port à h part  de  l’origine  avec  cette  valeur  de  la  tangente. 

On  peut  calculer  ensuite  w en  fonction  de  h au  moyen  de  (26) 
et  (26).  On  démontre  que  la  dérivée  seconde  est  toujours  positive. 
La  courbe  tourne  toujours  sa  concavité  vers  le  bas.  Elle  a donc  un 
maximum. 

La  vitesse  de  rotation  a un  maximum  qui  est  déterminé  par  la 
valeur  1,662  de  h qui  annule  le  second  membre  de  (3o).  Cette 


Fig.  56. 


valeur  de  h et  celle  de  w2  qui  lui  correspond  se  calcule  par  des 
approximations  successives  : 


h — 1 ,662, 


3 M 
16/ 


U)2  = I , 1375. 


La  vitesse  de  rotation  diminue  ensuite  à partir  de  cette  valeur  de 
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h jusqu’à  la  formation  d’un  anneau,  où  Ton  a,  d’après  (29), 


b — o, 


h = 2,32, 


3 M 
16/ ( 


Cetle  valeur  de  w2  est  la  même  que  celle  qui  est  donnée  par  (29) 
pour  h — 1 , où  la  figure  commence  à se  creuser  aux  pôles. 

La  courbe  de  variation  de  ca2,  en  prenant  le  premier  membre 
de  (29)  comme  ordonnée,  est  représentée  par  la  courbe  de  la 
figure  56. 


118.  Variation  du  rayon  équatorial.  — La  vitesse  de  rotation 
étant  définie  comme  uniquement  fonction  de  h,  nous  pouvons 
tirer  aA  de  l’expression  même  du  paramètre  /z,  en  fonction  de 
w2  et  de  h.  C’est  également  une  fonction  de  h seul.  On  a 


( 3 1 ) 


h = 


pi o2  a3 


Son  calcul  dépendra,  comme  celui  de  co2,  de  b et  dey,  unique- 
ment de  la  fonclion  <I>  définie  par  ( 25),  (24)  et  (23). 

On  montre  que  a est  toujours  croissant  avec  h.  Si  l’on  désigne 
par  1 sa  valeur  pour  la  sphère  w = o,  il  prend  la  valeur  i,43  pour 
la  valeur  maximum  de  la  vitesse  de  rotation  A = 1,66,  et  la 
valeur  1,67  au  moment  de  la  formation  de  l’anneau. 

La  courbe  de  ces  valeurs  de  a étant  tracée  par  rapport  à h on 
en  déduira  la  vraie  grandeur  des  figures  d’équilibre  pour  toute 
valeur  de  /i,  par  conséquent  pour  toute  valeur  des  données. 


119.  Expression  du  moment  d’inertie  et  de  l’énergie.  — En 
coupant  la  masse  par  des  tranches  élémentaires  normales  à l’axe 
de  rotation,  d’épaisseur  dy)  on  aura  pour  l’expression  de  la  sur- 
face, en  tenant  compte  de  (9)  et  (20), 

(32)  dS  = 2nx  ds,  S = 4 71  f \/ 1 + y'2 X dx  = 2% a2  f — ^ * 

J-o  Jo  \J  I — l ?2(0 

C’est  l’intégrale  de  Legendre  de  première  espèce  F(c,  9)  déjà 
trouvée  (23)  dans  l’intégration  de  la  courbe  méridienne  y.  Il  faut 


3o8 
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donner  ici  à <p  sa  valeur  < p0  correspondant  à x = o,  on  a 


(32') 


S = 


sJ  h*y  I H-  2 h 


F(c,  o0). 


Le  moment  d’inertie  pour  un  des  disques  élémentaires  et  pour 
l’ensemble  sera 

(33)  d\  4?  - p;:#4  dy:  I = pn  f x 4 ==  - f - » 

2 J 2 Jo  v1 — *?2( O 

Or  on  a identiquement,  d’après  (19). 

d / — — 2 — 3(i — h)lo(i)  — ,5'hl*v(l) 

-y-  Z l/l  — 1 = 

dt  2 y/ 1 — t cp2(£) 


En  intégrant  cette  expression  de  o à 1 , le  premier  membre  est  nul 
et  en  tenant  compte  de  (33),  (3a),  (27).  On  obtient  la  relation 

(3')  S 3(i  — h)  V 5 h 2I  _q 

' 2za*  2 ira3  2 rcpa3 


On  obtient  ainsi  l’expression  remarquable  du  moment  d’inertie  I 
en  fonction  des  expressions  de  la  surface  S et  du  volume  V,  déjà 
calculés.  Le  facteur  commun  27m2  disparaît  de  l’expression  ci- 
dessus  et  le  coefficient  de  I se  simplifie  en  tenant  compte  de  la 
valeur  (10)  de  A, 


R0  est  le  rayon  de  courbure  au  pôle,  donné  par  (i4)- 

L’énergie  potentielle  de  la  tension  superficielle  est  égale  à f S, 
l’énergie  cinétique  à^Ico2.  On  aura  donc  pour  l’énergie  totale  de 
la  masse 

(36)  W = Il»*+/S=-j/(7S-6^). 


120.  Condition  d’équilibre  déduite  du  principe  des  travaux 
virtuels.  — Le  travail  virtuel  dû  à la  force  centrifuge  est  égal 
à^co2ôI,  où  <31  représente  une  variation  quelconque  du  moment 
d’inertie.  La  vitesse  de  rotation  ca  étant  supposée  inaltérée  parla 
déformation. 
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Le  travail  virtuel  dû  à la  tension  superficielle  est  égal  à la 
variation  de  l’énergie  potentielle  f S de  cette  tension,  donc  égale 

à -/as. 

Enfin  le  travail  de  la  pression  extérieure  p{  est  égal  à — p{  <5V. 
Si  nous  considérons  une  déformation  respectant  les  liaisons, 
nous  avons  <5V  = o,  le  liquide  étant  supposé  incompressible.  Le 
travail  virtuel  dû  à la  pression  extérieure py  est  nul. 

Le  principe  des  travaux  virtuels  exige,  pour  l’équilibre,  que 
dans  toute  déformation  imposée  la  somme  des  deux  premiers  tra- 
vaux virtuels  soit  nulle.  Gomme  les  déformations  respectent  les 
liaisons  nous  pouvons  écrire  d\  et  dS,  au  lieu  de  ôl  et  ôS,  et  la 
condition  d’équilibre  devient 

(37)  l'S-dl-fdS,'  ^ = %_- 


121.  Stabilité  de  l’équilibre.  — La  formule  (87)  montre  que, 
dans  une  déformation  compatible  avec  les  liaisons,  le  travail  total 
de  la  force  centrifuge  et  de  la  tension  superficielle  est  la  différen- 
tielle exacte  d’une  fonction  de  forces  U 

(38)  U ==  - la)2 — /S-hconst. 


La  fonction  des  forces  — f S correspondant  à la  tension  super- 
ficielle est  égale  et  de  signe  contraire  à l’énergie  potentielle  f S 
de  cette  tension.  On  a une  formule  analogue  à celle  de  Poincaré. 

D’autre  part,  nous  avons  vu  que  toutes  les  figures  d’équilibre 
dépendent  seulement  de  deux  paramètres,  h pour  la  forme  et  a 
pour  la  grandeur.  Or  h contient  w et  a.  Nous  pourrons  considérer 
ces  figures,  et  les  fonctions  qui  en  dépendent,  comme  des  fonctions 
des  deux  variables  co  et  a. 

Pour  une  valeur  donnée  de  la  vitesse  de  rotation,  les  conditions 
d’équilibre  s’écriront  donc  en  exprimant  que  la  dérivée  de  U par 
rapport  à a est  nulle  : 


(39) 


_ 1 ^ d\  „dS 
da  2 da  J da 


C’est  la  condition  (87)  trouvée  plus  haut. 

Pour  que  l’équilibre  soit  stable,  il  faut  et  il  suffit  que  U soit 


3lO  FIGURES  D’ÉQUILIBRE  D’UNE  MASSE  LIQUIDE  EN  ROTATION. 

maximum,  ou  la  dérivée  seconde  négative, 

d2 U _ i (d\_  _ a/\  _ i_  9/dSyd*l 

da2  2 da-  \ û£S  w2  / 2 \da  ) rfS2 


Gomme  la  parenthèse  est  nulle  pour  une  position  d’équilibre,  on  a 


Uo) 


d9-u  1 /dsydn  dn 

àa*  ~ 1 M\da')  rfS*’  rfS*  < °’ 


Or  est  la  dérivée  de  ^ donné  par  (37),  et  qui  varie  en  sens 
inverse  de  co2.  Donc  quand  la  vitesse  de  rotation  w croît,  depuis 

zéro  jusqu’à  son  maximum,  “ décroît,  donc  est  négatif  et 

d2V 

également.  L’équilibre  est  stable.  Quand  co  décroît  depuis  sa 

valeur  maximum,  jusqu’aux  figures  annulaires,  l’équilibre  est 
instable. 


122.  Cas  des  figures  annulaires.  — A partir  d’une  certaine 
vitesse  de  rotation,  et  d’une  certaine  valeur  du  paramètre  A,  la 
masse  ne  touche  plus  l’axe  de  rotation  et  prend  la  forme  d’un 
anneau.  Les  équations  du  problème  et  leur  discussion  sont  plus 
compliquées  et  il  faut  reprendre  l’étude  précédente  sur  ce  nouveau 
problème. 

L’équation  de  la  figure  d’équilibre  est  la  même  que  (2).  On  en 
déduit  par  intégration  la  même  équation  (5)  en  j''.  Mais  ici  on  ne 
peut  pas  faire  x — o,  car  la  masse  ne  coupe  pas  l’axe,  et  la  cons- 
tante G n’est  pas  nulle.  On  pourra  écrire  (5)  sous  la  forme 

(4o  zf^L  = *«**+  a*» b = «kæ),  A = — r1’  *2=fr 

vu- y2  2 / 


y est  toujours  du  signe  contraire  de  pour  la  demi-section  de 

l’anneau  située  dans  le  premier  quadrant,  la  seule  qu’il  soit  néces- 
saire de  considérer.  On  aura 


(42)  —y  = — 


dy  = 

dx 


k-x^-h  A#2 B 
\J x - — (£2#4-f-  A x2-h  B)2 


[/ x2 — 


En  remplaçant  x 2 : a 2 par  £,  comme  dans  le  premier  cas,  y sera 
donné  par  une  intégrale  hyperellip tique,  au  lieu  d’une  intégrale 
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elliptique.  La  solution  complète  directe  est  impossible,  mais  les 
développements  en  séries  et  des  calculs  théoriques,  analogues  à 
ceux  qui  ont  été  faits  dans  le  premier  cas,  permettent  de  déter- 
miner complètement  l’évolution  de  la  forme  des  figures  d’équi- 
libre et  de  leur  grandeur. 

Soient  a et  a'  les  deux  rayons  équatoriaux  des  cercles  extérieurs 
et  intérieurs  de  l’anneau.  Pour  x = a on  a ÿ—  — oo  et  pour 
x = oJ  on  a y—  + oo.  La  formule  (4i)  donne  alors  les  deux 
relations 

43)  a = k-ar*-\-  Aa2+.B,  — a'= /c2a'4-b  A«'2-b  B. 

Ces  deux  formules  déterminent  A et  B en  fonction  de  a et  a Le 
trinôme  bicarré  de  (40  est  donc  positif  et  égal  à a pour  x — a et 
négatif,  égal  à — cl  pour  x ■=.  a . Donc  y’  ne  s’annule  qu’une  fois 
entre  a et  a . La  section  de  l’anneau  n’a  qu’une  tangente  parallèle 
au  plan  de  l’anneau  et  où  y et  l’épaisseur  de  cet  anneau  sont 
maximums.  C’est  la  plus  grande  des  deux  racines  de  ^(^),  qui 
est  entre  a et  a!.  Pour  a!  très  petit,  B est  très  petit  également, 
tend  vers  à . C’est  la  figure  voisine  du  cas  précédent  où  l’on 
avait  B — o,  b — o,  h — 2,32. 

123.  Les  formules  des  figures  annulaires  sont  générales  et  com- 
prennent les  figures  non  annulaires  comme  cas  particulier.  — Dans 
l’expérience  de  Plateau,  il  y avait  un  axe  matériel  de  rotation,  qui 
était  mouillé  par  le  liquide.  Par  conséquent  la  masse  liquide  for- 
mait un  anneau  autour  de  cet  axe  de  rayon  o!  et  ce  sont  les  équa- 
tions (4i)  et  (42)  qu’il  faudrait  appliquer  en  toute  rigueur.  Le 
long  de  l’axe  matériel,  pour  x — a\  on  aurait  y — — oo  et  la 
seconde  des  équations  (43)  aurait  -j -a!  au  premier  membre. 

Comme  le  liquide  mouille  l’axe  de  rotation,  la  tangente  à la 
courbe  croît  brusquement  au  voisinage,  et  devient  infinie,  alors 
que  dans  le  premier  cas  traité  plus  haut,  masse  sans  axe  matériel, 
cette  tangente  était  nulle.  Mais  comme,  dans  l’expérience  de 
Plateau,  l’axe  avait  un  rayon  o!  très  petit,  les  développements  en 
série  montrent  qu’au  voisinage  de  cet  axe  les  valeurs  de  y,  ordon- 
née de  la  courbe  méridienne,  sont  très  rapidement  les  mêmes  que 
celles  du  cas  où  l’axe  matériel  n’existerait  pas.  Les  calculs  faits 
précédemment  restent  donc  strictement  applicables  à l’expérience 
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de  Plateau  pour  les  figures  de  la  masse,  avant  la  formation  des 

anneaux. 

Dans  le  cas  d’un  axe  de  rotation  matériel  à rayon  à très  petit 
on  peut  supposer  aussi  que  le  liquide  ne  mouille  pas  l’axe.  Le 
liquide  se  creuse  autour  de  l’axe  et  la  tangente  y prend  une 
valeur  ÿ ■=■- |-oo  comme  pour  un  anneau.  On  a exactement  les 
mêmes  formules  (43)  pour  définir  A et  B.  On  voit  également, 
d’après  la  valeur  (45)  de  B,  que  si  le  rayon  a!  de  l’axe  de  rotation 
est  nul  ou  négligeable  il  en  est  de  même  de  B.  Les  formules  du 
problème  précédent  ne  sont  donc  qu’un  cas  particulier  des  for- 
mules des  figures  annulaires,  où  la  constante  d’intégration  B est 
nulle  ou  négligeable.  L’intérêt  de  ce  cas  particulier  est  que  ses 
formules  sont  complètement  intégrables  par  les  fonctions  elliptiques. 

Nous  verrons  que  les  figures  calculées  dans  le  cas  des  anneaux, 
par  développements  en  séries,  se  raccordent  exactement  dans 
toutes  leurs  valeurs,  pour  a = o,  avec  celles  du  cas  précédent,  au 
moment  de  la  formation  de  l’anneau  pour  h = 2,32. 

Nous  verrons  également  que  toutes  les  relations  démontrées 
dans  le  premier  cas  s’étendent  aux  anneaux,  avec  cette  remarque 
qu’il  y aura  ici,  outre  le  paramètre  h,  un  second  paramètre 
variable  a' , ou  plutôt  pour  déterminer  la  forme  des  figures. 
Dans  le  premier  cas,  il  était  constamment  nul,  dans  les  anneaux  le 
rapport  des  deux  rayons  varie  de  o à i . 


124.  A chaque  valeur  du  rapport  des  deux  rayons  de  l’anneau 
correspondent  des  figures  d’équilibre,  qui  sont  toutes  semblables 
entre  elles.  — La  première  des  formules  (43)  peut  s’écrire 


(44) 


A a - 


= i — À-  a3  = i — h. 


k-  a3  = h = 


cio2  a3 


Le  paramètre  h est  le  même  que  dans  le  premier  cas.  Toutes  les 
autres  quantités  pourront  s’exprimer  de  même  en  fonction  de  h et 
leur  variation  ne  dépendra  que  de  celle  de  h. 

On  tire  B des  deux  équations,  et  l’on  a 


(45) 


a a -4-  a 


- k-cia '2  = 


A a et  5 ne  dépendent  que  du  rapport  ^ et  de  h. 
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Ces  valeurs  portées  dans  Texpression  +(#)  de  (4i)  donnent. 


(46)  ♦(*)  = a(fcîî+Aag  + |)=aT(ï). 

L’expression  (42)  s’écrira  alors 


(47) 


= 


\J x-  : a2 — <p2 


Cette  expression  doit  s’intégrer  de  a à x1  pour  avoir  la  valeur 
de  y,  l’ordonnée  de  la  courbe  méridienne.  Comme  cp  ne  contient 
que  h,  le  rapport  ~ des  deux  rayons  du  tore  et^j  on  obtiendra 
pour  — une  expression  qui  sera  seulement  fonction  de  ces  trois 
quantités, 


(48) 


Comme  nous  avons  une  intégrale  hyperelliptique,  la  fonction  <ï> 
s’obtiendra  par  développements  en  séries.  Pour  les  petits  anneaux 
et  les  petites  valeurs  de  a , on  développe  suivant  les  puissances 
entières  de  —•  Quand  a se  rapproche  de  a,  pour  les  anneaux  à 
grand  rayon,  on  développe  suivant  les  puissances  de  i — 

Pour  x — a! , la  courbe  méridienne  de  l’anneau  se  forme,  y = o 
dans  (48)  et  l’on  obtient  la  relation  entre  h et 


(49)  <b(h,  ^)=0. 

Cette  expression  déterminera,  pour  chaque  valeur  de  h,  une  ou 
plusieurs  valeurs  du  rapport^-,  trois  au  plus.  Pour  chacune  de 

ces  valeurs  de  — , la  courbe  méridienne  de  la  section  de  l’anneau, 
a 

définie  par  (48)  sera  identique,  en  prenant  a comme  unité,  quelle 
que  soit  la  valeur  des  données  p,  co,  f contenues  dans  h. 

On  verra  en  outre  qu’à  chaque  valeur  du  rapport  variant  de 
o à i , ne  correspond  qu’une  seule  valeur  de  /*,  dans  (49) • Si  donc  on 
prend  ~ comme  paramètre,  à chaque  valeur  de  ce  rapport  corres- 
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pondra  pour  (48),  en  prenant  a pour  unité,  une  seule  courbe 
méridienne,  à laquelle  toutes  les  autres  seront  homothétiques,  dans 
le  rapport  d’homothétie  a . 

Il  suffit  donc  ici  de  se  donner  ^ pour  déterminer  complètement 

la  forme  de  la  figure  d’équilibre.  Il  suffira  de  calculer  ensuite  la 
valeur  de  a d’après  les  données  du  problème  pour  déterminer  la 
vraie  grandeur  de  cette  figure. 

12o.  Détermination  du  rayon  intérieur  de  l’anneau  et  de  sa 
variation.  — On  peut  donc  prendre  a comme  unité,  pour  déter- 
miner la  forme  des  figures.  Faisons  alors  ci  — i dans  (46),  on 
pourra  écrire  pour  la  parenthèse 

(5o)  ©(#)  = hoc’*-\-  A a?2 H-  B. 


L’expression  <X>  de  (49),  qui  définit  ~ ou  a'  en  fonction  de  A, 
pourra  s’écrire 


(5i) 


a (hx*--\-  A#2 H-  B)  dx 
\J  X~ — - (hx’'--Jr  A .Z2  H-  B)2 


v(x) dx 
\j  x'2 — ®2(^r) 


Cette  intégrale  donne  une  fonction  de  ci  et  de  A,  qui  doit  être 
nulle,  d’après  (49),  pour  les  valeurs  de  a'  et  de  A,  qui  corres- 
pondent à des  figures  d’équilibre.  Nous  allons  déterminer  la  varia- 
tion de  cette  fonction,  par  rapport  à A,  pour  déterminer  le  nombre 
de  ses  racines  en  a',  pour  chaque  valeur  de  A. 

Prenons  donc  la  dérivée  de  <I>  par  rapport  à A,  La  dérivée  de 
l’élément  d’intégration  donne 


à 9 _ x’2  <9© 

ih  v/æ2_  «s  ~ Th 

Or  on  a aussi 


j?2(i  — x~)  (x-—  a1'2) 

O2  — ®2)2 


(52)  x2  — - cp2  = (ï  — x2)(x’2 — ©;‘2)9j, 


à®_  _ r 

àh  ~Jn, 


x’2  dx 


a>  \f(\  — x’2)  (x2 — a'2) 


où  cp1  est  une  expression  toujours  positive 
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Tous  les  éléments  d’intégration  dans  (52)  sont  donc  positifs,  et 
la  dérivée  ^ est  toujours  positive,  avec  a <[  i.  Ainsi  a\  ou  a!  : a, 

étant  donné,  <I>  croît  constamment  avec  h.  11  y a donc  toujours 
une  valeur  et  une  seule  de  h qui  annule  et  donne  une  figure 
d’équilibre  d’après (49). 

Prenons  a'  et  <I>  comme  axes  de  coordonnées  et  traçons  les 
courbes  de  <I>  pour  différentes  valeurs  de  h ( fig . 07). 


On  voit  d’abord  sur  la  formule  qui  donne  <1>  que  pour  d=a 
ou  a!  — 1,  on  a $ = o quelle  que  soit  la  valeur  de  h.  Toutes  les 
courbes  passeront  donc  par  le  point  A,  situé  sur  l’axe  des  a', 
avec  OA  = 1 . 

Pour  h = 2,32,  l’anneau  se  forme  et  a — o.  La  courbe  part  de 
l’origine.  On  la  construit  point  par  point,  au  moyen  des  dévelop- 
pements en  séries.  Elle  monte  d’abord,  passe  par  un  maximum,  et 
redescend  en  coupant  l’axe  a au  point  B,  puis  se  termine  au 
point  A. 

Cette  valeur  de  h donne  donc  trois  racines  de  en  a',  et  trois 
figures  d’équilibre  différentes  : la  première  figure  annulaire,  où 
le  rayon  intérieur  de  l’anneau  est  nul,  a\  — o,  point  O;  la  figure 
annulaire  extrême,  avec  a très  grand  et  d très  voisin  de  a} 
c’est-à-dire  a—  1,  point  A;  enfin  une  troisième  figure  annulaire 
correspond  au  point  B,  où  l’on  a environ  a'2  = 0,9a. 

D’après  la  démonstration  faite  plus  haut,  où  est  toujours 
positive,  la  valeur  de  O doit  croître  avec  h.  Par  conséquent  pour 
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toutes  les  valeurs  de  h plus  grandes  que  2,32,  la  courbe  des 
valeurs  de  <ï>  sera  tout  entière  au-dessus  de  la  courbe  type 
précédente,  courbe  H2EA  par  exemple.  La  fonction  O,  en  dehors 
de  cl  — 1,  n’aura  qu’une  racine  correspondant  au  point  E.  Il  n’y 
aura  qu’une  valeur  de  a!  correspondant  à cette  valeur  de  h et 
une  seule  ligure  d’équilibre. 

Au  contraire  pour  les  valeurs  de  h plus  petites  que  2,32,  la 
courbe  de  <I>  sera  tout  entière  au-dessous  de  la  courbe  type,  en 
H,CC'A  par  exemple.  Elle  coupe  l’axe  de  deux  points  G,  G'.  Elle 
déterminera  donc  deux  valeurs  de  a\  racines  de  O et  deux  figures 
d’équilibre  pour  cette  valeur  de  h.  Ges  racines  sont  intérieures  à 
celles  de  la  courbe  type  et  se  rapprochent  l’une  de  l’autre  à mesure 
que  la  valeur  de  h décroît.  On  a une  racine  double  pour  h = 0,9 
avec  a!  : a ==  o,54,  où  a!  atteint  déjà  les  9 dixièmes  du  rayon  pri- 
mitif de  la  sphère. 

La  courbe  des  variations  des  valeurs  de  a'  : a par  rapport  à h est 
donnée  par  la  figure  58,  O'CDC'BA,  où  les  points  représentent 


Fig.  58. 


les  mêmes  valeurs  que  les  mêmes  points  de  la  figure  5n,  on  a mis 
seulement  O'  au  lieu  de  O,  pour  h = 2,82.  De  plus,  le  point  A de 
la  figure  5 7 serait  représenté  par  tous  les  points  de  la  droite  AA', 
puisque  a!  — 1 est  solution  de  <I>  quelle  que  soit  h. 

126.  Détermination  du  rayon  extérieur  a de  l’anneau  et  de  sa 
variation.  — Comme  dans  le  premier  cas,  après  avoir  déterminé 
la  forme  des  figures  d’équilibre  au  moyen  de  a’  :a  et  h , d’après  les 
formules  et  les  discussions  précédentes,  on  calculera  la  vraie  gran- 
deur de  ces  figures  en  déterminant  a par  une  nouvelle  relation, 
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celle  qui  donne  le  volume  de  la  masse,  quantité  donnée.  On  a 

(53  ) Y = 2 7c  Ç x-  cly  — 2 x a3  f ^ cl  - = 2 ira3  F (h,  — \ > 

J a'  J a’  a ^ a ' 


F est  la  fonction  qui  représente  l’intégrale  hyperelliptique,  dont 
l’élément  d’intégration  est  le  même  que  celui  de  dy , multiplié 
par  x 2.  Gomme  l’intégration  se  fait  de  à a,  on  obtient  une  expres- 
sion F uniquement  fonction  de  h et  de  C~  comme  pour  <ï>  de  (4q) 7 

car  l’intégrale  est  fonction  uniquement  de  h,  et  ^ et  dans  la 
seconde  limite  on  fait  ici  x = a'. 

Ayant  déterminé,  au  moyen  de  <I>  (49)5  les  valeurs  de  a!  \a  cor- 
respondant à une  valeur  de  h,  ou  inversement  la  valeur  de  h cor- 
respondant à une  valeur  de  a',  la  formule  (53)  nous  donnera  la 
valeur  de  a,  correspondant  à une  valeur  quelconque  de  h ou  de  a', 
c’est-à-dire  la  grandeur  vraie  de  l’une  quelconque  de  nos  figures 
d’équilibre 


On  a en  dérivant 


ôa ^ _ V dF  d F _ OF  da' 

à h 2 tu  F2  dh  ’ dh~  à a dh  à h 

On  démontre  que  ^ est  toujours  positif,  comme  ce  qui  est 

évident,  puisque  F ne  diffère  de  <I>  que  par  le  facteur  a?2  : a2  qui  ne 
contient  pas  h. 

Ces  formules  et  les  développements  en  série,  permettent  de 
démontrer  qu’à  partir  de  la  formation  de  l’anneau  a'  =?  o,  le  rayon 
extérieur  a décroît  et  assez  rapidement,  en  même  temps  que  A, 
mais  moins  longtemps  que  celui-ci.  Gomme  le  rayon  intérieur  ar 
croît  au  contraire  et  assez  vite,  on  voit  que  l’anneau,  au  moment 
de  sa  formation,  se  contracte  brusquement  sur  lui-même.  Sa  section 
méridienne,  d’abord  allongée  vers  l’axe  de  rotation  qu’elle  quitte, 
prend  très  rapidement  une  forme  elliptique,  presque  circulaire, 
alors  que  le  centre  de  cette  section  ne  se  déplace  presque  pas. 

G’est  un  phénomène  très  curieux  de  brusque  contraction,  sous 
l’action  de  la  tension  superficielle,  quand  la  dernière  membrane 
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centrale,  qui  empêchait  la  formation  de  l’anneau,  vient  à se  rompre, 
phénomène  très  bien  analysé  dans  toutes  ses  phases  par  le  calcul 
mathématique.  C’est  un  phénomène  analogue  à celui  de  la  division 
d’un  mince  filet  fluide  en  gouttelettes.  Le  calcul  démontre  d’ailleurs 
que  les  figures  d’équilibre  sont  instables  au  voisinage  et  au  moment 
de  la  formation  de  l’anneau.  On  comprend  qu’il  y ait  passage 
brusque  d’une  forme  à l’autre.  L’expérience  montre  également  que 
le  passage  d’une  forme  à l’autre  est  très  rapide,  pour  aboutir  à des 
formes  plus  stables. 

Le  grand  axe  a,  qui  était  égal  à 1,67  du  rayon  de  la  sphère  pri- 
mitive au  moment  de  la  formation  de  l’anneau  point  C,  se  con- 
tracte à i,43,  c’est-à-dire  à 0,84  de  la  valeur  précédente,  ou  de 
0,16,  puis  croît  ensuite  indéfiniment  (courbe  CDa,  fig.  5o)..La 


Fig.  59. 


courbe  ABC  représente  la  variation  de  a par  rapport  à la  vitesse 
de  rotation  <*),  pour  les  figures  non  annulaires,  le  point  de  départ 
étant  en  A,  ou  1 , pour  la  sphère,  avec  <0  = o. 

127.  Variation  de  la  vitesse  de  rotation  &).  — Après  avoir  déter- 
miné le  rayon  équatorial  a,  on  peut  tirer  la  vitesse  de  rotation  de 
la  valeur  du  paramètre  A,  comme  dans  le  premier  cas 


(56) 


, po o2  a3  pto2  V „ 167:  fF  h 


La  fonction  F permet  de  déterminer  ses  valeurs  et  sa  variation. 

La  vitesse  de  variation  croît  d’abord  au  moment  delà  formation 
de  l’anneau  et  de  sa  contraction  brusque,  sans  atteindre  tout  à fait 
sa  valeur  maximum  du  cas  précédent.  Son  maximum  actuel  est 
atteint  environ  quand  a a effectué  la  moitié  de  sa  contraction. 
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Celte  diminution  de  la  vitesse  de  rotation  est  d’ailleurs  une  con- 
séquence mécanique  de  la  contraction  brusque  de  l’anneau.  Cette 
contraclion  brusque  amène  une  diminulion  brusque  du  moment 
d’inertie  I et  comme  l’énergie  cinétique  ^Ico2  ne  peut  pas  varier 
brusquement,  elle  entraîne  un  accroissement  de  co2. 

128.  Tableau  des  valeurs,  résumé  de  la  discussion,  courbes  des 
variations  et  des  sections  méridiennes.  — Nous  relevons  ici,  pour 


s deux  cas  étudiés,  les  principales  valeurs 
ntes  valeurs  du  paramètre  h. 

calculées,  po 
S 1 

ur  diffe- 
2 W 

h. 

a.  b : a. 

a'. 

0). 

2 TC 

TC 

0 

i i 

- 

0 

1 

0,27 

I 

i 

I,2§  0,43 

- 

0,71 

1 , 1 1 

o,44 

i,56 

i ,66 

1,43  0,21 

- 

0,75 

1 , 3 1 

0,62 

2,0 

2, 32 

1,67  0 

0 

0,71 

i,7 

1 ,° 

2,6.8 

i>7  5 

i,48 

0,08 

0,73 

1 ,45 

0,71 

2,2 

1,0 

1,47 

0,46 

o,56 

1,42 

0,74 

1,88 

0,2  min 

1,67 

o,9 

- 

min 

min 

min 

1,0 

2,0 

1,26 

o,35 

- 

- 

- 

-f-oc 

-4^00  - . . 

H-  00 

0 

-t-00 

i —00 

H-  00 

Les  courbes  de  la  figure 

59  représentent 

la 

variation 

des  élé- 

ments  a,  6,  a!  de  la  figure,  mesurés  sur  l’axe  des  abscisses,  avec 
la  valeur  de  la  vitesse  de  rotation  w en  ordonnée. 

Pour  les  premières  figures  non  annulaires,  on  a la  courbe  ABC 
pour  la  variation  de  «,  point  B pour  le  maximum  de  en  et  point  C 
au  moment  de  la  formation  des  anneaux.  La  courbe  correspondante 
du  rayon  polaire  b est  AEC'. 

Le  rayon  intérieur  de  l’anneau  est  toujours  croissant,  courbe  a 
partant  de  C'.  Elle  continue  celle  de  b et  lui  est  tangente  en  C'. 

La  variation  du  rayon  extérieur  a des  anneaux  est  indiquée  par  la 
courbe  CDa.  On  voit  la  contraction  brusque  en  CD,  avec  accrois- 
sement de  m au  début  jusqu’en  B',  puis  a croît  ensuite  indéfi- 
niment. 

On  a vu  que  les  figures  d’équilibre  sont  instables  sur  BC.  On 
verra  qu’elles  le  sont  également  sur  la  portion  de  CB',  où  w est 
croissant.  On  comprend  que  la  portion  BCB'  soit  franchie  rapide- 
ment par  une  brpsque  contraction,  comme  si  le  point  figuratif 
sautait  directement  de  B en  B',  où  l’on  retrouve  des  figures  stables. 
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La  figure  60  représente  les  deux  sections  superposées  de  la 
courbe  méridienne  pour  h—  i,^5  el  h — i,  avec  en  pointillé  la 

Fig.  60. 


courbe  au  moment  de  la  formation  des  anneaux,  h = 2,32.  Le  dia- 
mètre OA0  se  contracte  d’abord  en  A' A puis  en  A(/A. 

Pour  h = i ,j5  on  a la  courbe  ABA'B',  où  a = i ,48,  d — 0,08 
seulement,  encore  très  petit.  La  courbe  méridienne  ne  présente 
déjà  plus  d’inflexion  entre  B et  A'.  Elle  est  partout  convexe. 

Pour  h = i on  a la  courbe  ADA'D',  qui  est  déjà  sensiblement 
elliptique.  G;  étant  l’abscisse  du  point  D le  plus  haut,  on  a 
C'A*  = o,44»  C'A  = 0,49  et  CT)  = 0,43.  Le  point  A n’a  pas 
changé  dans  le  passage  d’une  figure  à l’autre  a — 1,47  dans  la 
seconde.  L’abscisse  du  point  le  plus  haut  non  plus,  1 et  0,98,  mais 
d a passé  de  0,08  à 0,46. 

Comme  d est  toujours  croissant,  on  peut  comparer  les  autres 
variations  à d.  La  vitesse  de  rotation  o>  croît  légèrement  et  diminue 
ensuite  continuellement,  maximum  pour  d--  0,06.  Le  rayon  exté- 
rieur a décroît  plus  longtemps  que  eu,  minimum  pour  d = o, 3. 
Enfin  h décroît  jusqu’à  d = 0,9,  puis  croît  indéfiniment. 

129.  Étude  du  cas  où  le  rayon  est  très  grand.  L’anneau  est  un 
tore.  — Dans  les  figures  ci-dessus  on  a pris  comme  unité  le  rayon 
primitif  de  la  sphère.  On  voit  que  la  seconde  section  a son  centre  C' 
à peu  près  à cette  distance  et  peut  se  confondre  avec  un  cercle,  en 
première  approximation,  tous  les  points  étant  à 1/10  près  à la 
même  distance  de  C'.  L’approximation  sera  déjà  de  1/  10.  On  peut 
dans  ce  cas  obtenir  très  simplement  différentes  valeurs  très  appro- 
chées des  éléments  pour  les  anneaux  dont  le  centre  de  la  section 
est  plus  éloignée  que  1. 
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L’expression  (3)  du  rayon  de  courbure  R.  de  la  méridienne  s’écrit 
dans  le  cas  des  anneaux,  d’après  (40? 

(67)  ^ = 3 /c2a?2  h-  À — — > - = 3 k-  a*  -h  A a — — . 

R #2  r a 

Pour  le  cercle,  ce  rayon  de  courbure  est  constant,  on  le  désigne 
par  r et  on  le  détermine  pour  la  valeur  x — a,  d’où  la  seconde 
expression. 

On  a aussi  r égal  à la  demi-différence  de  a et  a',  en  remplaçant 
A et  B par  leurs  valeurs  (44)?  (4$)?  on  obtient 


(58)  2 Æ2a(a2 — a'2)  = 1,  r—  ->(ci  — a'), 

d’où,  en  remplaçant  k 2 par  sa  valeur  en  fonction  de  A, 


tr  \ Pw  / 
(59)  -j-ar(ci- 


-r)  = i: 


8/1 


a \ a ) 


h = /c2  a;i  = 


pto2a3 


si  a tend  vers  l’infini,  r tend  vers  zéro,  h tend  vers  l’infini. 

D’autre  part  le  volume  du  tore  s’écrit  d’après  le  théorème  de 
Guldin,  R étant  le  rayon  de  la  circonférence  décrite  par  le  centre 
de  la  section, 

(60)  V = 2 tcR.  Ter2  = 2 tu2  r2(a  — r)  = 2 7t2«3-^(i  — - )♦ 


On  voit  également  que  r tend  vers  zéro  quand  a tend  vers 
l’infini. 

En  multipliant  (5g)  et  (60)  l’une  par  l’autre,  il  vient 


(61) 


pw2Y  r M 2 — r 

2 tu2/  a 1 2 tu2/  W ~ a 


Le  carré  de  la  vitesse  de  rotation  est  proportionnel  au  rapport 
du  rayon  de  la  section  au  rayon  équatorial.  Ces  deux  valeurs 
tendent  vers  zéro,  quand  a croît  indéfiniment. 

En  portant  la  valeur  ^ de  (61)  dans  (69)  on  a 


4M  7 / MA  7 „ tu2/ 

(62)  Aw2  1 —co2  =1,  hof-  ==  = const. 

V ^ TU2/  V 2 TC2/  ) 1 4M 

Comme  co2  est  très  petit  de  l’ordre  de  £ (61),  on  peut  le  négliger 


APPELL.  — IV. 
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dans  la  parenthèse  de  (62)  et  Ton  obtient  la  seconde  formule  (62), 
c 02  varie  en  raison  inverse  de  h. 

Les  formules  (5g)  ou  (60)  permettent  de  calculer  r pour  une 
valeur  donnée  de  h ou  de  a.  On  en  déduit  ensuite  w2  par  (61).  On 
vérifie  par  (5y)  que  l’approximation  avec  laquelle  le  cercle  vérifie 
l’équation  de  la  courbe  méridienne. 

Remarque.  — Cette  formule  (67)  donne  les  points  d’inflexion 
de  la  courbe  méridienne,  pour  R = 00 

(63)  3/c2Ær4-t- Aa?2 — B = o. 

On  vérifie  que  déjà  pour  a!  >0,08,  la  courbe  méridienne  est 
partout  convexe. 

130.  Cas  où  la  section  de  Panneau  est  elliptique.  — Par  les 
développements  en  séries  on  démontre  que  l’on  a pour  l’ordonnéey 
de  la  courbe  méridienne 

<«>  î-n/MXï-s)'  fr-n-iy 

en  négligeant  les  puissances  4e  et  supérieures  de  1 — — • 

Cette  équation  représente  une  ellipse  dont  le  centre  est  situé  sur 
l’axe  des  x , dont  le  grand  axex,  est  égal  à ~(a — a').  Le  petit  axe ys 
est  donné  par  la  valeur  de  y pour  x = ^(a-\-  a'),  on  a 

<65)  ir  = ; x,=  l “')>  ri= 

En  appelant  a?,  et  y,  les  deux  axes,  on  voit  que  leur  rapport  est 
égal  à (3.  L’aplatissement  de  l’ellipse  est  égal  à g ^ 1 — " ) • L’ellipse 
se  rapproche  très  rapidement  du  cercle. 

L’aplalissement  est  déjà  réduit  à 0,1 3 dans  la  figure  60,  avec 

a — 1 » 47  * 

131.  Expressions  du  moment  d’inertie  et  de  l’énergie.  — En 
appliquant  aux  expressions  de  la  surface  S,  du  volume  V et  du 
moment  d’inertie  I,  dans  le  cas  des  anneaux,  les  mêmes  calculs 
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faits  au  n°  112  dans  le  premier  cas,  on  trouve  une  relation  corres- 
pondant à (34),  où  dans  le  terme  en  V le  facteur  est  sim- 
plement remplacé  par  A.  On  obtient  donc  la  formule  générale  du 
moment  d’inertie,  qui  remplace  (35)  : 


(66)  1 = ^4  (S  — 3 AV). 

v ' 5 a)2 

D’après  la  formule  (44)»  qui  donne  A,  la  formule  (35)  est  un  cas 
particulier  de  (66)  en  faisant  a!  = o,  d’où  B = o. 

On  aura  de  môme  pour  l’énergie 

(67)  W = Ii<o«+/S  = I/(7S-6AV), 

A remplace  1 : R0  de  (36). 


132.  Stabilité  de  Péquilibre.  — On  a toujours,  comme  dans  le 
premier  cas,  les  deux  formules  qui  définissent  l’équilibre  et  sa  sta- 
bilité 


(68) 


_ 2/  d>U  _ I /dSyd*I 

dS  co2  da-  2 W \da)  «fS2 


dr*  I 

Pour  la  stabilité  il  faut-r-^-^o.  11  faut  étudier  la  variation  du 

d-  b 

moment  d’inertie  I par  rapport  à la  surface  totale  S. 

On  montre  d’abord  que  la  courbe  de  variation  de  I par  rapport 
à co  est  la  même  que  celle  de  a par  rapport  à la  même  variable, 
celle  de  l’énergie  également. 

On  en  déduit  ensuite  que  la  courbe  de  variation  de  I par  rapport 
à co,  à partir  de  la  formation  des  anneaux  « = 0,7 1 , tourne  d’abord 
sa  concavité  vers  le  haut,  présente  un  point  d’inflexion  pour  la 
vitesse  maximum  des  anneaux  co  = 0,74,  tourne  ensuite  sa  conca- 
vité vers  le  bas  jusqu’au  point  correspondant  au  minimum  simul- 
tané de  I,  de  S et  de  a,  où  la  courbe  a un  point  de  rebroussement 
pour  co  = 0,66,  la  courbe  tourne  ensuite  sa  concavité  vers  le  haut 
comme  au  début. 

11  y a équilibre  stable  < o,  seulement  dans  le  second  inter- 
valle, quand  la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  le  bas,  pourcocom- 

21. 
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pris  entre  o,66  et  0,74*  C’est  la  seconde  partie  de  l’intervalle  où  a 
décroît,  portion  B'D. 

133.  L’expérience  de  Plateau  et  les  résultats  mathématiques.  — 
Dans  son  « Mémoire  sur  les  phénomènes  que  présente  une  masse 
liquide  libre  et. soustraite  à l’action  de  la  pesanteur  » ( ')  relate  les 
résultats  de  ses  expériences  sur  la  rotation  d’une  masse  d’huile 
dans  un  mélange  d’eau  et  d’alcool  d’égale  densité.  La  rotation  était 
obtenue  au  moyen  d’un  axe  vertical,  qui  entraînait  un  disque  dont 
le  centre  coïncidait  avec  celui  de  la  sphère  d’huile. 

En  faisant  tourner  la  sphère  d’huile  on  constate  qu’elle  s’aplatit 
aux  pôles  et  se  renfle  à l’équateur,  ire  phase. 

Pour  une  vitesse  plus  grande,  elle  se  creuse  aux  pôles,  en  dessus 
et  en  dessous,  en  s’étendant  dans  le  sens  horizontal.  Les  deux  pôles 
se  touchent  et  la  masse  prend  la  forme  d’un  anneau  pour  une 
vitesse  d’environ  un  tour  par  seconde,  2e  phase. 

En  augmentant  encore  la  vitesse  du  disque,  l’anneau  se  dilate 
jusqu’à  un  diamètre  de  9 à iocm,  la  section  méridienne  de  l’anneau 
prenant  une  figure  sensiblement  circulaire,  3e  phase. 

Si  l’on  arrête  la  rotation,  l’anneau  se  contracte,  repasse  par  les 
mêmes  phases  en  sens  inverse,  reforme  la  masse  centrale,  qui 
reprend  sa  forme  sphérique,  4e  phase  (§  11  du  Mémoire). 

L’évolution  des  formes  est  bien  très  exactement  celle  qui  a 
été  calculée  par  la  théorie.  Dans  le  développement  maximum  de 
l’anneau,  en  prenant  le  rayon  delà  sphère  primitive  comme  unité, 
on  aurait  a — 1,26,  ci  — 2 et  le  rapport  des  axes  de  la  section 
méridienne,  supposée  elliptique  serait  0,98.  Elle  serait  vue  parfai- 
tement circulaire. 

Il  faut  remarquer  que  Plateau  n’a  pas  noté  de  contraction  brusque 
au  moment  de  la  formation  de  l’anneau,  alors  que,  même  au  point 
de  vue  physique,  elle  est  nécessaire,  car  il  y a une  pointe  de  rebrous- 
sement qui  s’arrondit,  et  la  tension  superficielle  doit  ramener 
brusquement  cette  partie  à sa  nouvelle  forme  d’équilibre. 

Dans  l’expérience  de  Plateau,  il  faut  augmenter  continuellement 
la  vitesse  du  disque  pour  arriver  à la  forme  annulaire,  et  dilater 
l’anneau,  alors  que  dans  la  théorie  la  vitesse  de  rotation  co  passe 
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par  un  maximum  avant  même  la  transformation  en  anneau.  Mais, 
comme  le  constate  Plateau,  la  vitesse  delà  masse  est  toujours  infé- 
rieure à celle  du  disque  et  cela  de  plus  en  plus  à mesure  que  la 
masse  se  dilate  horizontalement.  La  vitesse  de  rotation  « peut  très 
bien  diminuer  quand  celle  du  disque  s’accroît.  Il  faut  que  le  disque 
fournisse  une  énergie  toujours  plus  grande  pour  permettre  à la 
masse  de  vaincre  les  frottements  du  milieu,  lui  donner  le  moment 

de  rotation  Ico  ou  l’énergie  cinétique  i Ico2,  correspondant  à sa 
vitesse  co,  même  décroissante. 

Cependant  l’expérience  de  Plateau,  qu’on  est  habitué  à voir 
dans  les  livres,  aboutissait  au  fractionnement  de  la  masse  d’huile 
en  deux  autres  : une  masse  centrale  entourée  d’un  anneau,  qui 
pouvait  lui-même  se  fractionner  en  plusieurs  parties. 

Mais  cette  seconde  forme  de  l’expérience  n’est  qu’un  cas  très 
particulier  des  expériences  générales  précédentes,  et  obtenue  par 
un  artifice  expérimental  spécial.  Ces  résultats  sont  relatés  seule- 
ment au  paragraphe  21  du  Mémoire  de  Plateau.  11  fallait  placer  le 
disque  tournant  à la  partie  inférieure  de  la  masse  d’huile  et  le  faire 
tourner  à une  vitesse  très  grande  de  i5  tours  par  seconde. 

Il  j a alors  une  très  grande  différence  de  vitesse  entre  les  diffé- 
rentes parties,  comme  le  note  Plateau.  Ce  sont  ces  différences  de 
vitesse  qui  produisent  alors  le  fractionnement  et  non  la  vitesse 
même. 

Pour  entreprendre  l’étude  mathématique  de  ce  cas,  il  faudrait 
introduire  des  vitesses  de  rotations  variables  dans  la  masso  et  ce 
serait  très  compliqué. 

On  pourrait  du  moins  réunir  les  deux  résultats  des  discussions 
ci-dessus,  fractionner  une  masse  en  deux  autres,  l’une  centrale, 
l’autre  annulaire,  étudier  les  variations  de  leur  forme  et  de  leur 
grandeur,  les  amener  à être  tangentes  avec  la  même  vitesse  de 
rotation,  ou  des  vitesses  différentes.  On  aurait  une  représentation 
de  la  seconde  forme  de  l’expérience  de  Plateau. 

On  pourrait  également  renouveler  l’expérience  de  Plateau  en 
réalisant  une  vitesse  de  rotation  plus  uniforme,  en  faisant  tourner 
le  vase  lui-même  avec  une  accélération  faible.  La  fixité  et  l’entraî- 
nement de  la  sphère  d’huile  pourrait  être  réalisée  par  un  ou  plu- 
sieurs fins  réseaux  métalliques  placés  à l’intérieur  du  vase. 
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134.  Cas  d’une  masse  soumise  à la  fois  à la  gravitation  et  à la 
tension  superficielle.  — A l'intérieur  de  la  masse  la  gravitation  et 
la  force  centrifuge  agissent  seules.  Les  surfaces  d’égale  pression 
seront  données,  comme  dans  le  cas  de  la  gravitation  seule,  par  la 
formule  (48)  (Chap.  III).  A la  surface,  il  faudra  ajouter  comme  dans 
(2),  n°  109,  la  pression  extérieure  p\ , qui  rentre  dans  la  constante 
et  le  potentiel  dû  à la  tension  superficielle,  que  nous  désignerons 
maintenant  par  f',  au  lieu  de  /,  qui  représente  la  constante  de  la 
gravitation.  On  aura  pour  définir  l’équilibre  de  la  surface  libre, 
V représentant  le  potentiel  dû  à la  gravitation, 

(69)  /VH-iW^-£(^H-i)=C. 

Le  terme  V croît  comme  le  carré  des  dimensions,  alors  que  la  ten- 
sion superficielle  varie  en  raison  inverse  du  rayon  de  courbure, 
qui  est  proportionnel  aux  dimensions  linéaires,  pour  des  figures 
semblables.  Pour  les  grandes  masses  c’est  donc  l’attraction  qui 
l’emportera,  l’action  de  la  tension  superficielle  sera  négligeable. 
Pour  les  petites  masses  au  contraire  la  gravitation  deviendra 
négligeable  et  c’est  la  tension  superficielle  qui  seule  jouera  un 
rôle  pour  limiter  et  définir  la  grandeur  de  la  déformation  créée 
parla  force  centrifuge. 

135.  Relation  de  Poincaré  étendue  à ce  cas  général.  — Nous 
avons  établi  au  n°  29  (Chap.  IV)  une  relation  remarquable  due  à 
Poincaré,  dans  le  cas  de  la  gravitation  seule,  entre  l’énergie 
totale  W de  la  masse,  son  moment  de  rotation  I,  son  volume  T et 
la  valeur  de  la  fonction  de  force  constante  à la  surface  U0.  On  peut 
l’étendre  au  cas  de  la  tension  superficielle  par  le  même  calcul.  On 
a ici  d’après  (69),  p = 1 , 

(70)  u;=/v+v».-/(i  + ^). 

Les  variations  ôV,  èl  dans  le  cas  d’un  déplacement  virtuel  quel- 
conque sont  les  mêmes  qu’au  ne  29.  On  a de  plus  pour  la  variation 
de  la  surface 


(71) 
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Pour  la  fonction  U on  aura,  comme  dans  (29)  (Chap.  III). 


Dans  le  cas  d’un  déplacement  compatible  avec  les  liaisons, 
<5T  = 0,  on  a 


Dans  le  cas  d’un  déplacement  homothétique,  on  aura  la  même 
démonstration  qu’au  n°  29  avec  en  plus  5 S — 2 s S,  d’où  la  relation 
qui  remplace  (87) 


Remarque.  — D’après  ce  qui  a été  dit  au  n°  28,  où  W repré- 
sente l’énergie  totale,  donc  aussi  l’énergie  superficielle  de  la  masse, 
égale  ici  à — f S,  on  aurait  pu,  en  l’explicitant,  écrire  immédiate- 
ment la  formule  (72)  déduite  de  (84)  (Chap.  IV),  puis  en  tirer  (74). 

136.  Séparation  des  cas  où  une  seule  des  deux  actions  est  sen- 
sible, tension  superficielle  ou  gravitation.  — Si  la  vitesse  de  rota- 
tion est  faible,  les  figures  d’équilibre  sont  des  ellipsoïdes  de  révo- 
lution dans  les  deux  cas.  Leur  aplatissement  est  déterminé  par  la 
formule  (18)  (n°  113)  dans  le  cas  de  la  tension  superficielle, 
a 

et  égal  à ~<p,  dans  le  cas  de  l’attraction,  9 étant  le  rapport  entre  la 
force  centrifuge  et  l’attraction.  On  a 


Dans  le  cas  de  la  gravitation,  l’aplatissement  ne  dépend  pas  de 
la  masse,  comme  dans  le  premier  cas,  mais  seulement  de  la  den- 
sité p.  Une  goutte  d’eau  tournant  avec  la  vitesse  de  la  Terre  aura 
un  aplatissement  inverse  des  densités,  ou  5,5  fois  plus  grand. 

La  déformation  sera  la  même  pour  la  même  vitesse  de  rotation, 
dans  les  deux  cas,  quand  les  coefficients  sont  égaux  : 


(74) 


3 M _ i5  1 

32  71 /'  ~ 16  Tzf  p 


2 7t/p2 


(76) 
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où  r esl  le  rayon  de  la  masse  sensiblement  sphérique.  Dans  l’ex- 
périence de  Plateau  on  avait  f'  = 55,  prenons  p = i , on  obtient 
r=  1 2m, 5 . L’action  de  la  gravitation  et  de  la  tension  superficielle 
serait  égale  pour  une  sphère  d’huile  de  i2m,5  de  rayon. 

Pour  un  rayon  10  fois  plus  grand,  soit  125“,  la  masse  serait 
jooo  fois  plus  grande.  L’aplatissement  dû  à la  force  centrifuge, 
limitée  par  la  tension  superficielle  seule,  serait  1000  fois  plus 
grande,  d’après  (75),  où  e est  proportionnel  à M.  Cet  aplatissement 
reste  au  contraire  le  même  dans  le  cas  de  l’attraction.  L’attraction 
réduira  donc  à 0,001  la  déformation,  qui  serait  due  à la  tension 
superficielle.  Cette  dernière  est  donc  complètement  négligeable, 
dans  ce  cas,  et  pour  des  masses  plus  grandes. 

Pour  un  rayon  10  fois  moindre,  im,25,  c’est  au  contraire  la  ten- 
sion superficielle,  qui  réduit  à un  millième  de  sa  valeur  l’aplatis- 
sement, alors  que  l’attraction  ne  le  modifierait  pas.  Ici  et  pour  des 
masses  plus  faibles,  c’est  donc  l’attraction  qui  est  négligeable. 

Dans  le  cas  des  expériences  de  Plateau,  masse  d’huile  de  3C1U  de 
rayon,  valeur  760  fois  plus  petite  que  i2m,5,  il  faut  que  co2  soit 
75o3  fois  plus  grand,  ou  w environ  1800  fois  plus  grand  que  la 
vitesse  de  rotation  de  la  Terre,  c’est-à-dire  1 tour  1 / 4 par  minute, 
pour  que  l’aplatissement  soit  le  même  que  celui  de  la  Terre. 

137.  L’expérience  de  Plateau  et  l’hypothèse  de  Laplace.  La 
formation  des  planètes.  — On  a voulu  voir  dans  l’expérience  de 
Plateau  la  confirmation  expérimentale  de  l’hypothèse  de  Laplace, 
expliquant  la  formation  des  planètes,  par  l’atmosphère  du  Soleil, 
autrefois  très  dilatée,  et  qui  se  serait  fractionnée  en  anneaux  suc- 
cessifs. Chacun  d’eux,  en  se  concentrant  en  une  seule  masse,  aurait 
donné  naissance  à une  planète. 

D’après  les  calculs  du  numéro  précédent  il  ne  peut  y avoir  aucun 
rapport  entre  l’expérience  et  l’hypothèse,  car  dans  l’hypothèse 
cosmogonique  c’est  la  gravitation  seule  qui  contre-balance  la  force 
centrifuge.  Dans  l’expérience  de  Plateau  au  contraire  c’est  la 
tension  superficielle  seule. 

De  plus,  dans  l’expérience  de  Plateau,  c’est  par  dilatation  de  la 
masse  que  se  produit  le  fractionnement,  dans  l’hypothèse  de 
Laplace  au  contraire  c’est  par  concentration  de  la  masse.  Cette 
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concentration  accroît  la  vitesse  de  rotation  w,  le  moment  de  rota- 
tion Iw  restant  constant. 

D’ailleurs  on  a démontré,  après  Laplace,  que  le  moment  de 
rotation  de  l’atmosphère  du  Soleil  dilatée  serait  à peine  suffisant 
pour  fournir  le  moment  de  rotation  nécessaire  aux  planètes 
(H.  Poincaré,  Hypothèses  cosmogoniques). 

De  plus,  nous  avons  vu  que  le  fractionnement  d’une  masse  homo- 
gène, sous  l’action  de  la  force  centrifuge,  n’était  rien  moins  que 
prouvé.  C’est  bien  plutôt  l’impossibilité  de  ce  fractionnement  qui 
paraît  démontrée,  car  jamais  la  force  centrifuge  n’est  supérieure  à 
l’attraction  (n°  23  bis , p.  79  et  85)  et  la  figure  piriforme  reste 
partout  connexe  (n°  82,  p.  197).  On  verra  dans  le  second  fascicule 
de  ce  traité,  qu’il  en  est  de  même  pour  une  masse  hétérogène 
en  rotation. 

D’ailleurs  dans  l’expérience  de  Plateau  la  rotation  est  imprimée 
à la  masse  de  l’extérieur.  Laplace  et  tous  les  auteurs  de  cosmo- 
gonie après  lui  ont  considéré  la  rotation  du  système  comme  donnée. 
On  n’était  pas  plus  avancé  que  du  temps  d’Aristote,  qui  démon- 
trait que  les  mouvements  des  astres  étant  circulaires  devaient  être 
éternels,  sans  commencement  ni  fin,  tout  comme  leur  trajectoire 
fermée. 

Ce  qu’il  importe  avant  tout  d’expliquer  c’est  le  mouvement  de 
rotation  du  système  solaire  et  de  ses  éléments.  Or  dans  un  système 
concentré  et  isolé,  comme  l’est  actuellement  notre  système  solaire, 
le  moment  de  rotation  reste  constant.  Cette  rotation  n’a  pas  pu 
naître  dans  l’état  actuel.  C’est  une  impossibilité  mécanique. 

Il  faut  donc  nécessairement  remonter  au  moment  où  les  éléments 
qui  ont  formé  le  système  solaire  ne  formaient  pas  un  système  isolé, 
n’étaient  pas  séparés  du  reste  et  des  autres  systèmes  d’étoiles.  Il 
faut  expliquer  l’acquisition  des  moments  de  rotation,  par  l’action 
des  perturbations  des  astres  voisins.  M.  A.  Yéronnet,  qui  a fait  le 
calcul,  a montré  que  l’on  obtenait  facilement  ainsi  le  moment  de 
rotation  nécessaire  et  suffisant  pour  expliquer  notre  système  pla- 
nétaire ( Comptes  rendus , t.  188,  1929,  p.  55o,  et  Constitution  et 
évolution  de  V Univers,  Chap.  XI,  chez  Doin). 

Le  calcul  montre  en  plus  que  pour  les  neuf  dixièmes  de  la  masse 
primitive,  le  moment  de  rotation  aurait  été  plus  considérable 
encore.  Ces  éléments  plus  éloignés  auraient  donc  formé  d’autres 
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systèmes  de  planètes  ou  de  comètes,  qui  pourraient  avoir  des  incli- 
naisons Irès  différentes  sur  l’écliptique  et  des  orbites  très  allongées, 
n’ayant  pas  été  régularisées  par  la  résistance  du  milieu.  La  décou- 
verte de  la  nouvelle  planète  Pluton,  qui  remplit  précisément  ces 
conditions  est  venue  confirmer  d’une  façon  remarquable  ces  calculs 
théoriques. 

La  gravitation  seule  suffit  ainsi  pour  expliquer  la  forme,  l’équi- 
libre, tous  les  mouvements  de  translation  et  de  rotation  des  astres 
et  faire  sortir  ces  astres  eux-mêmes  de  la  nébuleuse  primitive  en 
organisant  le  chaos  de  ses  éléments. 

L’Astronomie  est  actuellement  en  mesure,  au  moyen  des  seules 
forces  connues  et  des  seules  lois  connues,  d’expliquer  la  forma- 
tion, l’évolution  et  l’état  actuel  des  astres  et  des  systèmes  d’astres, 
tout  comme  la  Géologie  et  la  Paléontologie  ont  expliqué  la  forma- 
tion de  la  croûte  terrestre,  son  évolution,  celle  des  plantes  et  des 
animaux,  par  la  seule  action  des  causes  actuelles  connues. 

La  Physique  a démontré  que  toute  la  matière,  que  tous  les 
atomes  étaient  composés  de  corpuscules  électriques,  gravitant  les 
uns  autour  des  autres,  les  électrons  et  les  protons.  Le  problème  de 
la  formation  de  la  matière  et  des  atomes  se  trouve  ainsi  posé  dans 
les  mêmes  conditions  que  celui  des  astres.  La  proportion  du  plomb 
et  des  produits  de  désintégration,  dans  les  minerais  radioactifs, 
permet  même  de  faire  remonter  l’âge  de  l’uranium  à plusieurs  mil- 
liards d’années,  au  moins  en  première  approximation.  La  gravita- 
tion n’est  apparue  qu’après  la  formation  des  atomes,  par  consé- 
quent la  période  astronomique  de  formation  a été  précédée  d’une 
autre  évolution,  dont  nous  ne  savons  encore  à peu  près  rien. 
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Deuxième  Partie  : L'organisation  de  la  Mécanique.  Un  volume 
de  33o  pages,  avec  3i  figures.  Nouveau  tirage,  avec  7 notes 
et  additions 100  fr. 
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avec  77  figures  200  fr. 

MONTESSUS  DE  BALLORE  (R.  de),  Professeur  à la  Faculté 
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Moment  d'inertie.  Dynamique  des  corps  solides  et  des  systèmes. 
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de  vi-334  pages,  avec  72  figures 120  fr . 

SAINT-GERMAIN  (de).  Doyen  de  la  Faculté  des  Sciences  de 

r Caen.  — Recueil  d’exercices  sur  la  Mécanique  rationnelle, 
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